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Duoto ploto trikampiy braiZymas

I. Katiniené (VPU)

Mokykliniame geometrijos kurse nemaZai vietos skiriama bréZimo uZdaviniams.
Mokiniai supaZindinami su pagrindiniais tokiy uZdaviniy sprendimo metodais: sankirty,
transformacijy ir algebriniu.

Siame darbe nagrinésime tik trikampiy braizymo uZdavinius. Parodysime, kaip galima
sudaryti tokius uZdavinius ir naudoti juos savaranki$kam darbui matematikos biireliuose.

Tegul trikampj ABC apibréZiantys elementai yra jo kampai A, B, C; krastinés a, b, c;
aukstinés h,, hy, he; pusiaukradtinés m,, mp, mc; pusiaukampinés l,, 1, Ic; i%oriskai jbrézty
apskritimy spinduliai r,, ry, r; ibréZto i trikampj apskritimo spindulys r; apibrézto apie
trikampj apskritimo spindulys R ir trikampio plotas S. Kiekvienam trikampiui nustatyti
pakanka i$ Sios aibés parinkti bet kuriuos tris elementus, i§ kuriy bent vienas yra atkarpa.
Apskai¢iavus gauname, jog galima sudaryti 269 variantus skirtingy trikampj apibréZianciy
konstrukcijy. Juos suskirstome i klases pagal trikampj apibréZiantiy elementy kiekij ir rasj.
Pateikiame viena i§ galimy klasifikacijy:

1 klasé - du vienos rii§ies elementai, o treias skirtingas (A, B, a; A, B, c; A, B, h,; A,
B, h; ...; ra, 1, S). Klase sudaro 78 variantai.

2 klasé - vienas kampas, viena krastiné ir vienas elementas i3 likusiy skirtingos ragies
elementy (A, a, h,; A, a, hy; A, a, m; ...; A,b,S). Sioje klaséje yra 73 variantai.

3 klasé - viena krastiné ir i§ likusiy skirtingy ruSiy po viena elementa (a, h,, m,; a, h,,
my; ...; a, R, S), sudaryta i§ 51 varianto.

4 klasé - viena aukstiné ir i likusiy skirtingy radiy po viena elementg (h,, m,, 14; h,,
my, lg; hy, my, 1a; ...; hy, R, S). Sig klase sudaro 33 variantai.

S klasé - viena pusiaukrastiné ir i§ likusiy skirtingy rusiy po viena elementg (m,, la, ra;
My, 1A, 1y; ...; M, R, S). Sioje klaséje yra 19 varianty.

6 klasé - viena pusiaukampiné ir i3 likusiy skirtingy riiSiy po vieng elementg (la, r, r;
la, 13, R; ...; 1a, R, S). Si klasé sudaryta i$ 9 varianty.

7 klasé - trys vienos rusies elementai (a, b, ¢; la, I, Ic; ...; o, I, Ic). Tokios riidies yra
6 variantai.

Tuos pacdius 273 variantus galime suskirstyti i klases kitokiu biidu. I§ gauty klasiy
detaliau panagrinékime ta klasg, kuria apibréZia trikampio plotas ir dar du i§ likusiy
elementy. Sia klase sudarys 49 variantai, kuriuos galésime suskirstyti { 7 grupes:
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D 1.S,A, a, 6. S, a, lg, 5.S,m,1,
2. S,A,b, 7. S, a,r, 6. S, m, R.
3. S, A, h,, 8. S, a,r, V) 1.5,A,B,
4. S, A, hy, 9. S,a,r, 2. S,a,b,
5. S, A, m, 10. S,a,R. 3. S, hy, hy,
6. S, A, my, ) 1.8, h,, m,, 4. S, m,, my,
7. S, A, la, 2. S, h,, my, 5. S, 1, 1,
8. S, A, IB, 3 S, ha, IA, 6 S, Ta, I'p.
9. S,A, 1, 4. S, h,, g, VI) 1.S,1a, 1,
10 S, A, Iy, 5 S, ha, Ta, 2 S, lA, T,
11.S,A,r, 6. S, h,, 1y, 3. S, 14,1,
12.S,A,R 7. S, h, 1, 4. S, 1o R.

II) 1. S, a, h, 8. S,h,;, R. VI 1.S, 1,1,
2. S, a,hy, IV) 1.8, m,, 4, 2. S, 1., R,
3. S,a,m, 2. S, m,, I, S, 1,R.
4, S,a, my, 3. S, m,, I,,
5 S, a, lA, 4. S, mg, Iy,

L. Katiniené

Atkreipsime démesj i tai, kad bréZimo uzdaviniy teorijoje svarbia vieta uzima
trikampiy nubraizymo skriestuvu ir liniuote problema, ty. ar visada minétais jrankiais
nubraiZomas trikampis, apibréZtas kokiais tai trimis savo elementais. Kadangi Zinoma, jog
atkarpa yra nubraizoma skriestuvu ir liniuote tada ir tik tada, kai jos ilgis i§reikiamas per
inomy atkarpy ilgius racionaliyjy operacijy ir kvadratiniy S8akny pagalba, tai i§ &ia seka,
kad galima minétais jrankiais nubrézti atkarpas, kuriy ilgiai yra kvadratiniy ir i jas
suvedamy lyggiy 3aknys. Tretio ir ketvirto laipsnio lyg€iy Saknys, o tuo padiu ir
aukstesnio negu ketvirto laipsnio lyg€iy $aknys bendru atveju neisreiskiamos kvadratiniais
radikalais, todél atkarpos, kuriy ilgiai yra minéty lyg€iy $aknys, nenubraiZomos skriestuvu
ir liniuote.

Nagrinéjamoje uZdaviniy klasé¢je duotas trikampio plotas. Kadangi duotojo ploto S
trikampiui visada galime nubraiiytiliam lygiaplotj kvadrata, kurio krastiné u, tai bréZiant
atkarpas naudosimés salyga S = u". Kiekvieng breZimo uzdavinj galime spresti visais
yinomais metodais. Mes parodysime, kaip sprendZiami bréZimo uZdaviniai kokiu nors
vienu metodu. I3spresime keleta pateiktos klasés uZdaviniy:

V) 3. Nubraizysime trikampj ABC, Zinant jo plotq S ir dvi aukstines h, hy.
Kadangi

25 _ 2’
h, h

a a

2
, po 28 _ 2w
o hy

a=

,

tai atkarpos a ir b nubréziamos. Vadinasi, trikampio ABC virdiinés B, C yra atkarpos @
galai, o vir§iiné A nutolusi nuo vir3unés C atstumu b (ji yra apskritime @(C, b)). Vir$iné A
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yra tieséje d, lygiagretioje tiesei BC, ir nutolusioje nuo jos atstumu h,. Taigi, vir§iné A
yra apskritimo o(C, b) ir tiesés d sankirtos taskas.

A

Pastaba. Si uzdavinj, kaip ir kitus, galime spresti ir kitaip.

Suradus atkarpas a ir b, galime bréZti staty trikampj AHC (AH =h,, £ H=90°, AC =
b). Tada ties¢je CH atidedame talka B taip, kad CB = a ir gausime trikampio ABC
virSines.

I) 2. Nubraizysime trikampi ABC, Zinant jo plotq S, kampq A ir krastine b.
Kadangi
hb=c-sinA, 2S=b'hb,
tai
o 8 _ 2
bsinA  bsinA’
ir trikampis ABC braiZomas Zinant kampa A, krastines b ir c.

I) 7. Nubraizysime trikampi ABC, Zinant jo plotq S, kampq A ir pusiaukampine .
Kadangi

2S=b-c-sinA, 2S=1A(b+c)sin-g-

ir
bre= -2, b4c=—>
sin A 1. si
AS]H“2—

tai atkarpos b, c yra kvadratinés lygties
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2 25 2S

Saknys. Jos egzistuoja, kai
S cosé —14% sin® A 20
2 2

ir yra nubréZiamos skriestuvu ir liniuote. Taigi, trikampj ABC braiZysime, Zinant jo kampa
A, krastines b ir c.

) 9. Nubraizysime trikampj ABC, Zinant jo plotq S, kampq A ir iSoriskai ibrézto |
trikampj apskritimo spindulj r,.
Tegul ieSkomasis trikampis ABC nubraiZytas.

Pastebime, jog statusis trikampis AO;H nubraiZomas, nes O,\H =r1,, £ O;AH = 4—3—. I

trikampj ABC ibréZkime apskritima @(O, r). Kadangi AH = p (2inoma i§ AAHO,) irr =
s , tai j duotaji kampa A galime jbréiti apskritima (O, 1). Vadinasi, ie§komoji trikampio
P
ABC krastiné BC yra nubraiZytyjy apskritimy @(O, r) ir ©1(Oy, 1) bendra vidiné liestiné.
Bendru atveju tokios liestinés yra dvi ir sprendiniai gali bati du.

1) 4. Nubraizysime trikampj, Zinant plotq S, kraSting a ir pusiaukrasting my.

Tegul trikampis ABC nubraiZytas, MB — jo pusiaukratine, taskas D yra simetriskas
taskui B tasko M atZvilgiu.

B C H

Tada keturkampis ABCD - lygiagretainis. Kadangi
2S=ah,,
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tai
2S

ha= —,
a

ir statusis trikampis BHD nubraiZomas BD =2 my,, DH=h,, L H= 900). Trikampio ABC
vir§ane C yra tiesés BH ir apskritimo (B, a) sankirtos ta¥kas.

V) 4. NubraiZysime trikampi ABC, Zinant jo plotq S, dvi pusiaukrastines m, ir my,
Sudarysime lyg¢&iy sistema:

$? =p(p-a)(p- b)(p-©),
4m? +a% =2b? + 2¢c?,
4m +b%2 =2a% +2¢%.
IS antros ir tre€ios lyg€iy suradus b%, ¢, jstatome Sias reik¥mes i pirma lygti ir, neZinomos
atkarpos a’ at¥vilgiu, gausime lygtj
9a* o 21 a4 4 64 4 32 5, 5
— —-4a"(2m," - — +—mp, + —m, — — +S8°=0.
7~ 42 (2m - Sm) + omg+ 2 my 5 e M
leSkomoji atkarpa a yra nubréZiama skriestuvu ir liniuote.

C

A B

Dabar reikia nubraiZyti trikampj ABC, Zinant kradting a ir pusiaukra$tines m,, my,.

1 2 . .
BraiZzome trikampj BEM (BE = %a, EM = -3—ma, BM = Emb)’ atidedame tieséje ME

ta3ka A, kad EA = m,, o tieséje EB — taskq C, kad BE =EC.
VII) 3. Nubraizysime trikampij ABC, Zinant jo plotq S, jbrézto ir apibrézto apskritimy
Spindulius r ir R.
Sudarykime lygg€iy sistema
S=r-p,
4SR = abc,
a+b+c=2p,

S? = p(p - a)(p—b)(p -c).
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I3 pirmyjuy trijy lyg¢iy gauname

p=_S., bc=fS—R, b+c =2p-a.
r a

Sias reik¥mes jstadius i paskutiniaja lygti, gausime:
83p2 - 2p3a2 +(S%+ p4 +4SRp)a - 4SRp2 =0.

Kadangi §i lygtis neZinomos atkarpos a atZvilgiu yra trecio laipsnio, tai tokia atkarpa a
bendru atveju nenubréZiama skriestuvu ir liniuote, ir toks trikampis ABC nenubraiZomas
minétais jrankiais.

I3nagrinéje Sios klasés variantus, gavome, kad 14 i§ juy nei$sprendZiami skriestuvu ir
liniuote (I8, 116, 1M1 3,114, IV 1,IV2,IV4,IV5,IV6,V 5, VI 2, VI 4, VII 2, VII 3).

Prie minéty trikampj apibréZiandiy elementy prijungus perimetra 2p, iSorines
pusiaukampines, jvairias tiesines Kkity elementy kombinacijas galime gauti naujas
uZdaviniy klases. Savarankidkas iy klasiy tyrinéjimas lavina moksleiviy logini mastyma,
ugdo kirybing iniciatyva.
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Siame darbe nagrinéjamas trikampiy konstruktyviosios geometrijos uZdaviniy sudarymas ir jy
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