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LU faktorizacijos lygiagretusis algoritmas

R. Ciegis (MII, VU), V. Starikoviéius (VU)

Nagrinésime LU faktorizacijos lygiagregiuosius algoritmus, skirtus lygiagretiesiems
kompiuteriams su paskirstyta atmintimi. Skaitiniai eksperimentai atlikti su virtualiu lygia-
greCiuoju kompiuteriu, naudojant paketa PVM [1].

1. LU faktorizacijos blokinis algoritmas

Sudarant lygiagreCiuosius tiesinés algebros algoritmus pladiai naudojami blokiniai al-
goritmai [2]. Sakykime, kad A yra N x N matrica, kurig padalijame j r x r dimensijos
blokus. Viso gauname M = N/r blokiniy stulpeliy ir eiludiy;

An Ap ... A
A A A ... A
Ami Am2 ... Amm

Nagrinésime matricos A i§skaidyma
A=1LU,

Cia L yra apatiné trikampé matrica su vienetine jstriZaine, o U yra virSutiné trikampé
matrica

L 0 0 Uypn Up ... Uwm
L Ly Ly ... 0 U= 0 Up ... Uy
Ly Lym2 ... Lym 0 0 ... Uuym

LU faktorizacijos algoritmas
Tarkime, kad jau atlikome k — 1 algoritmo Zingsnj. Pateiksime k-ojo Zingsnio formules:

1. Vienu neblokiniu algoritmu i§skaidome matrica Az

Ak = LiuUk. ¢))

2. Apskai¢iuojame matricos L k-jo stulpelio blokus

L= AuUg', i=k+1,....M, @
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$iame Zingsnyje sprendZiame tiesiniy lyg€iy sistemas su virSutine trikampe matrica

Ukk.
3. Apskaifiuojame matricos U k-osios eilutés blokus
Ui =LAk, i=k+1,.... M, 3)
?ame Zingsnyje sprendZiame tiesiniy lyg¢iy sistemas su apatine trikampe matrica
kk -
4. Modifikuojame matrica A(kr +1: N,kr +1: N)
Liy1k
Apsr g+t = Abitl — LH” (Uk,k+l ---Uk.M)-
Ly

DidZioji skaiiavimy dalis yra atliekama 4 Zingsnyje. Bendras algoritmo sudétingumas
yra M%’—Q daugybos veiksmy ir tiek pat sudéties veiksmy.

2. Lygiagretusis LU faktorizacijos algoritmas

Matrica A yra paskirstoma tarp p procesoriy. Tarkime, kad procesoriai sudaro dvimatj
masyvg ir p = PQ, ty. P procesoriy yra kiekviename stulpelyje ir Q procesoriy
kiekvienoje eilutéje. Jei P = 1 tai gauname vienmatj procesoriy vektoriy.

Nagrinésime ciklinj matricos A stulpeliy-blokuy ir eilu€iu-bloky paskirstymo algoritma,
tada visoje uZdavinio sprendimo eigoje gauname tolygy darbo paskirstyma tarp procesoriy.
Ciklinis paskirstymo algoritmas gerai Zinomas, kai procesoriai yra homogeniski. Tada M
objekty paskirstome tarp P procesoriy pagal formulg

m— (i, j)= (m mod P, L%J),

¢ia j yra procesoriaus numeris, o | 5] — objekto lokalus numeris i-ajame procesoriuje.
Matricos A paskirstyma gauname kaip stulpeliy ir eiluiy ciklinio paskirstymo sandauga.
Siame darbe pateiksime ciklinio paskirstymo algoritma, kai turime heterogeninj ly-

giagretyji kompiuterj. PaZymékime procesoriy greiius wo, wy, ..., wp—;. Tada ciklinio
paskirstymo algoritmas yra toks:
doj=0,P-1
M;=0
;= WL,
end do
doi=M,1,-1
= _min ({t})
<j<p-1
Zi=k
M, = M+ 1 (i-asis objektas skirtas k-jam procesoriui)
f = Mit!

W
end do
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Vektoriaus komponentéje Z; saugome informacija apie i-ojo objekto ¥eimininka. He-
terogeninio lygiagreCiojo kompiuterio atveju visada imsime P = 1, Q = p procesoriy
topologija.

LU faktorizacijos lygiagretusis algoritmas

1. Procesorius (i, j), kuriame saugomas matricos blokas A, apskaiciuoja $io bloko
iskaidyma (1). Po to jis nusiunia matrica Uy j-ojo stulpelio procesoriaus, o
matrica Ly i-osios eilutés procesoriaus.

2. Procesoriai (i, j),i =0,1,..., P — 1 apskaitiuoja matricos k-ojo stulpelio blokus
L; (2) ir nusiuncia juos kitiems i-osios eilutés procesoriams.

3. Procesoriai (i, j),i = 0,1,..., Q@ — 1 apskaitiuoja matricos k-ojo eilutés blokus
Uik (3) ir nusiuncia juos kitiems j-osios stulpelio procesoriams.

4. Visi procesoriai lygiagre€iai modifikuoja matrica Az 441 (4).

PaZymeékime T} laika, per kurj realizuojame LU faktorizacijos algoritma su & procesoriu,
tada

yra lygiagre€iojo algoritmo pagreitéjimo koeficientas.

TEOREMA 1. Jei turime homogeninj lygiagretyji kompiuteri su p procesoriy, tai LU
Jfaktorizacijos lygiagreciojo algoritmo su cikliniu duomeny paskirstymu pagreitéjimas

Sp — p, kai N — oo. @

{rodymas. Kadangi LU faktorizacijos algoritmo aritmetiniy veiksmy skai&ius yra O (N3)
eilés dydis, o duomenuy persiuntimo laikas yra O ( 4 (a+ﬁN ) N ) eilés dydis, tai pakankamai
dideliems N duomeny perdavimo laikas sudaro kiek norima maZa bendro skai¢iavimo laiko
dalj. Atlik¢ nesudétingus kombinatorikos skaifiavimus, gauname tokj LU faktorizacijos
algoritmo realizacijos laika:

N(N?-1)
T, = —
Ivertinsime $io algoritmo realizacijos laika, kai skai¢iavimuose naudojame p procesoriy.
Nagrinésime procesoriy topologijos atveji, kai @ < P. Kiti atvejai tiriami analogikai. I3
lygiagreciojo LU faktorizacijos algoritmo formulavimo turime, kad

M
T, =) T,k),
k=1
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Cia Tp(k) yra k-ojo algoritmo Zingsnio ivykdymo laikas. Jis susideda i¥ keturiy daliy.
Pirmosios dalies laikas yra r (r2 — 1) /31 antrosios ir tre¢iosios daliy laikas yra O(Mr3/P).
Ciklinio paskirstymo atveju matricos Ag+1,k+1 modifikavimo laikas yra

M k M k
Thod(k) = (F - L'I;J)(E - lEJ)’3~
Tada gauname tokj T, ivertj

2 —1) My S M O kNMk
T =M 2 =005+ X (T - 130) (G - 1)

3 2 - —

—_—t —

3PQ ' 4 PQ 12p

3
_N + O(N?r).
3p
Todel, kai p ir r yra fiksuoti, imdami N — oo jrodome (1) lygybe. O
Heterogeninio lygiagreciojo kompiuterio atveju pagreitéjimo analizg atlikome panaudo-
dami teorinj skaitiavimo modelj, kuriame ivertinome tik skai€iavimo laika ir neatsizvelgéme
i duomeny siuntimo laika. Sio modelio algoritmas yra toks:

T=0
dok=0,M-1

Jj=S

do i=0,r—-1

T=T+ !(M—ku);—i—l!
end do
Mj=M; -1
! (M=k—0.5)M;r3 )
T=T+ max ™
0<i<p—1 i

end do

Sio teorinio modelio rezultaty analizé leidZia suformuluoti tokj teiginj: jei greiciau-
siam procesoriui tenka nemaziau kaip 10 stulpeliy-bloky, tai lygiagreciojo algoritmo
efektyvumas yra nemazesnis uz 85 % heterogeninio lygiagreciojo kompiuterio galingumo.

Lenteléje 1 yra pateikti rezultatai, gauti panaudojant §j teorinj modelj, kai p = 3, o
procesoriy greitaeigikumas yra

Wy = ], w) = 0.25, wy = 0.05.

Tada suminis lygiagretiojo kompiuterio greitacigiskumas yra W3 = 1.3. Cia M; paZyme-
Jjome stulpeliy-bloky skaitiy ciklinio paskirstymo algoritme tekusj i-jam procesoriui, E;
yra algoritmo efektyvumas

T

E; = .
3 3w,




388 R. Ciegis and V. Starikovicius

Lentelé 1. Homogeninio ciklinio paskirstymo algoritmo

efektyvumo analizeé.

M My M
_4 4 0
10 8 2
15 12 3
30 24 5

1

- O OO0
5

E;

0.77
0.81
0.86
0.90

Lentelé 2. Homogeninis lygiagretusis kompiuteris,

N = 3200.
p P %) T, S,
_1 1 1 1580 1
4 1 4 433 3.65
4 2 2 420 376
6 1 6 306  5.16
6 2 3 284 556
16 1 16 184 858
16 4 4 121 13.06

Lentelé 3. Heterogeninis lygiagretusis kompiuteris, p = 3.

wo : W : Wy W3 T;
_I:1:1 3 277
1:1:0.76 2.76 212

1:0.95:0.72 2.67 201

I;
103
92
90

Suw,

2.69
2.30
224

Ey,

0.896
0.835
0.837

3. Skai¢iavimo eksperimento rezultatai

PradZioje nagrinésime rezultatus, gautus homogeniniu lygiagre¢iuoju superkompiuteriu
SP2 Danijos UNI-C skaiCiavimo centre. Lenteléje 2 pateikti LU faktorizacijos algoritmo

realizacijos laikai, kai N = 3200, r = 40.

Pastebésime, kad procesoriy topologijos 1 x 16 atveju vienam procesoriui teko tik po
5 stulpelius-blokus, todél darbo paskirstymas tarp procesoriy skai¢iavimy eigoje nebuvo
tolygus. Naudodami procesoriy topologija 4 x 4 uZdavinj i§sprendZiame 1.5 karto grei¢iau.
SprendZiant didesnj uZdavinj su tokiu paliu procesoriy skai¢iumi priklausomybé nuo
procesoriy topologijos maZéja. PavyzdZiui, imdami N = 6400, r = 405 gavome, kad

Tix16/ Taxa = 1.25.

Dabar pateiksime rezultatus, gautus heterogeniniu virtualiuoju lygiagre€iuoju kompiuteriu,
sudarytu i§ 3 skirtingy kompiuteriy. LU faktorizacijos uZdavinj, kai N = 1200, r = 30,
pirmasis kompiuteris i§sprendé per 201 sekunde, antrasis — per 212 sekundZiy, treciasis
— per 277 sekundes. Lenteléje 3 yra pateikti skaiCiavimo laikai bei pagreitéjimo ir
efektyvumo koeficienty reik¥més, ¢ia w; yra kompiuterio greitaeigi¥kumo koeficientas,
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naudotas cikliniame duomeny paskirstymo algoritme, W3 yra suminis kompiuterio greita-
eigi§kumas.

Lygiagretieji algoritmai yra ypac efektyvis, kai naudodami daugiau procesoriy spren-
dZiame vis didesnj uZdavinj. Pastebésime, kad §iuo atveju laika 7; galime jvertinti
tik ekstrapoliuodami, nes vieno procesoriaus atmintyje negalime patalpinti visa matricg.
Procesoriy heterogeniskumo svorius w; imsime proporcingus procesoriaus turimos atminties
dydzZiui.
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A parallel algorithm of LU factorization
R. Ciegis, V. Starikovicius

This paper discusses issues in the design of LU factorization parallel algorithm on distributed memory
parallel computers. A new cyclic distribution method is proposed for heterogeneous parallel computers,
which include virtual parallel computers. The efficiency of the algorithm is investigated and results of
computational experiments are given.



