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Sakny salyga antrojo laipsnio kompleksiniam polinomui ir trisluoksniy
skirtumy schemy spektriné analizé

A. Stikonas (MII)

Skaitiniuose metoduose labai svarbi yra diskre¢iojo uZdavinio stabilumo savoka. Jeigu
diskretusis uZdavinys yra stabilus ir aproksimuoja tolyduji uZdavinj, tuomet diskre&iojo
uZdavinio sprendinys konverguoja i tolydZiojo uZdavinio sprendinj.

SprendZiant diferencialinj uZdavinj baigtiniy skirtumy metodu, biitinasias stabilumo
salygas galima gauti i§ spektrinio stabilumo poZymio, kuris jvairiems uZdaviniams gali
bati skirtingai formuluojamas. Jis vadinamas Neumann’o biitinaja stabilumo salyga arba
Sakny salyga [1,2]. Tiesinéms skirtumy lygtims su pastoviais koeficientais $iuo metodu
gautos biitinosios salygos daZnai yra ir pakankamosios stabilumo salygos.

1. Sakny salyga
Nagrinékime kompleksinj polinoma
Pn(@) =amq" +an-1g""' + -+ a1q +ao, (1.1)

kurio koeficientai a; € C, ¢ia C — kompleksiniy skailiy aibé. Toks polinomas turi lygiai
m Sakny A; € C,i =1,...,m, jeigu an, #0.

Sakoma, kad polinomas P, tenkina Sakny sqlygq [2], jeigu visos §io polinomo $aknys
priklauso kompleksinés plok§tumos uZdarajam vienetiniam skrituliui, ir aknys, esan&ios
vienetinio apskritimo taSkuose, néra kartotinés.

Skirtumy metodai nestacionariesiems diferencialiniams uZdaviniams dalinémis i§vesti-
némis paprastai uZraSomi dvisluoksnémis arba trisluoksnémis skirtumy schemomis (lyg-
timis). Taikant spektring $iy schemy analiz¢, gaunami pirmojo arba antrojo laipsnio
polinomai, kuriems reikalinga patikrinti §akny salyga. Tiesinio polinomo tyrimas nesudaro
jokiy sunkumuy, nes tokio polinomo (kai a; # 0) ¥aknis ¢ yra vienintel¢, ir belicka
patikrinti, ar ji moduliu nedidesné uZ vieneta. Akivaizdu, kad

A = {(ao, @) € C, |q| < 1} = {laol < lail, a1 # 0}. (1.2)
Norédami patikrinti Sakny salyga, mes turime idtirti kada polinomo koeficientai priklauso
aibei A.
Bendrojo (1.1) polinomo atveju tokiy paprasty kriterijy néra. Siame darbe pasiiilytas
tokio tipo kriterijus kvadratiniam polinomui
aq*+bqg+c=0, a,b,ceC, a#0. (1.3)

Atvejis a = 0 atitinka tiesinj polinoma. Kai a # 0, tuomet (1.3) lygtj visada galima
suvesti | atveji a = 1.
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2. Hurwitz’o kriterijus

Jeigu polinomo koeficientai yra realieji skaifiai (@ =1,b€R, c € R), tuomet galime
naudotis Hurwitz'o kriterijumi, kuris teigia, kad tokio polinomo $aknys bus vienetiniame
skritulyje tada ir tik tada, jeigu polinomo koeficientai tenkins nelygybes

lel <1, |6 < el +1. Q.1

Tik Siu dviejy nelygybiy patikrinimas %ymiai palengvina spektrinio stabilumo analize.

Norédami gauti Sakny salyga, pastebésime, kad kartotiné 3aknis yra vienetiniame apskritime,
jeigu c=1irD=5b%>—4c =0, ty. |b| = 2. Tada Sakny salyga realiajam kvadratiniam

polinomui uZrafome

A={lcI<1, 1bI<lel+1;  |bl <2, c=1). (2.2)

Tiek (2.1), tiek (2.2) salyga polinomo koeficientams yra pakankamai nesudétingos ir
lengvai patikrinamos konkrediy skirtumy schemy atveju, net jeigu koeficientai b, c € R
priklauso nuo keleto skirtumy schemos parametry (h, 7, o ir t.t.). Toliau $iame darbe
pateiktos salygos (polinomo koeficientams), kurios apibendrina Hurwitz’o kriterijy (3akny
salyga) kompleksiniam polinomui.

3. Sakny salyga (kriterijus) kompleksiniam polinomui

Tarkime (1.3) kvadratinés lygties 3aknys yra g, ir g,. PaZymékime A = {(a, b,c) €
Coa# O} — kvadratinio polinomo koeficienty aibe. I3skirkime $ios aibés poaibius:

Ao={(@@,b,c)eA, |ql<]l, |g2| <1},
Ar={@,b,0)eA, lql<]l, Igl=1},
Ar={(@@,b,0) €A, |gl=Igl=1, q # a2}

saknu salyga bus i3pildyta, jeigu polinomo koeficientai priklauso vienai i§ Siy aibiy. Pa-
Zymekime A = Ag U A; U A,. ityre Sias aibes, gauname:

Ao = {lc* + |ab — be| < |al?},
A1 = {lcl® + |ab — be| = |al?, |c| < lal),
Az = {lc| = lal, ab=bc, |b| < 2]al}.

TEOREMA 1 [Sakny salyga]. Kompleksinio kvadratinio polinomo $aknys bus vienetinio
Skritulio viduje, ir vienetinio apskritimo taskuose bus tik nekartotinés Saknys tada ir tik
tada, jei

A ={lc? +1ab - be| < |al?, b] < 2lal}. (3.1)
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ISVADA 2. Jei a = 1, tai Sakny sqlyga yra

A={leP+1b—bcl<1, [bl <2} (3.2)

Pastaba 3. Jeia = 1,b =b € R, ¢ = ¢ € R, tuomet (3.2) lygybé sutampa su (2.2)
lygybe, kuri gaunama i§ Hurwitz’o kriterijaus.

[rodymas. 1§ (3.2) gauname, kad |c| < 1. Jeigu ¢ = 1, tuomet |b| < 2, o jeigu
—1 < ¢ <1, tuomet

1bI(1 —¢) = |b—bc| = |b—bc| <1—|c]* =1+ [c])(1 —c),

ir teisinga tokia pat salyga kaip ir Hurwitz’o kriterijuje: |b| < 1+ |c|.
Taikomuosiuose uZdaviniuose daZnai patogiau atskirti salygas |c| = |a| ir |c| < |a], ir
taikyti §j kriteriju formoje A = (AU A|) U A4, :

A ={lc| </lal, |c* +ab - be| < |al} U{lc| = lal, @b = bc, |b] < 2lal}. (3.3)

Pastaba 4. Jeigu mus domina silpnesné salyga, kurioje vienetinio apskritimo taskuose
Saknys gali buti kartotinés, tuomet (3.1) ir (3.3) i3raitkoje grie#taja nelygybe |b| < 2lal
reikia pakeisti nelygybe |b| < 2|a|, nes kartotin¢ Saknis (g1 = g,) bus vienetinio apskritimo
tadkuose, kai polinomo koeficientai priklausys aibei

An={lel=1, ab=bc, |b|=2la|}. (3.4)

4. Sakny salygos taikymai trisluoksniy skirtumy schemy analizéje
Tirsime trisluoksniy skirtumy lyggiy spektrinj stabiluma Kuramoto—Tsuzuki lyg&iai

ou %u

— = — = i . 4.1
= * a+pi#0, a,eR 4.1

a) Simetriné skirtumy schema uZraSoma [3]:

22 — A5+ (1 =200y +0%), Ay =

Yi+1 — 2yi + Yi—1 . @.2)
2t

h2

Spektriniu metodu gauname kompleksinj polinoma
P(q) = (1 + 2tA%0)q% 4 2ths(1 — 20)q + QtAso — 1),

Sia A = ;% sin’(¢/2). Pirmiausia surandame

lal* — |c|® = 8tARe(s0), 4.3)
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ab — bc = 4tA(Rex — 2Re(30) — TA|3|*Imo i). (4.4)

Jeigu Re(xc0) = 0, tuomet |a| = |c|, ir i§ (3.3) formulés bitinoji stabilumo salyga yra
ab — bc = 0. Tada i§ (4.4) lygybeés turime, kad Resc = 0 ir Imo = 0, ty. Siuo atveju
spektridkai stabili bus tik Schrodinger’io lygtis, ir tik su realiaisiais o. Salyga |b| < 2|al

ekvivalenti nelygybei
2TAB(1 —20)| < 2/1+ (2TAB0)?,
kurig galime perraSyti pavidalu

S oLl 1 1
4 4220207

Vadinasi, kai o > %, simetriné skirtumy schema nesalygikai stabili. Kai o < %, turésime
salyginj stabiluma
T < 1 1
h? 4Bl J1T—d40
Pastaba 5. Pirmojo homogeninio krastinio uZdavinio atveju $ioje nelygybéje galima

lygybe.
Jeigu Re(»c0) > 0, tuomet |c| < |a|, ir butinoji stabilumo salyga uZra§oma

4.5)

|Res — tA|5|*Imo i — 2Re(30)| < 2Re(30).

Kadangi visiems realiesiems x, y, a(a > 0) nelygybé |x — yi — a| < a yra ekvivalenti
¥? < 2xa — x2, todél batinoji stabilumo salyga yra

72A%%|*(Imo)? < 4Re(30) - Rexe — (Resx)?. (4.6)

Matome, kad (4.2) skirtumy schema néra stabili, kai Resc < 0. Jeigu Resc = B =0, tuomet
i§ (4.6) gauname salyga Imo = 0, kuri nesuderinama su salyga Re(sc0) = Re(Boi) > 0.
Kai Resc > 0, gauname biitinaja stabilumo salyga

4Re(sc0) > Resc > 0.

Sivo atveju, jei

T V4Re(30) — (Res)?

h2 = 4)52[Ima|
tai turime salyginj stabiluma, kuris pereina i nesalygiskaji stabiluma, kai Imo = 0.
b) DuFort-Frankel’io skirtumy schema Kuramoto-Tsuzuki (4.1) lyg&iai uZra§oma

4.7

A v 2 - v
y—y T y-2y+y

§iq skirtumy schemg atitinka kvadratinis polinomas

P(q) = (1+y5)q* — 2xcyng + (yx — 1),
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tia y = 3, = cosp. Surandame
la® — |cf? = 4y Rex,
ab — bc = 4ynRes.
Schrodingerio lygties atveju Rex = o = 0, ir stabilumo salyga bus

[2ynBl < 2|1+ yB il

arba n?y?B8? < 1+ B2y, kuri teisinga su visais y ir a.
Jeigu Resc > 0, tuomet stabilumo salyga bus

|4y nRes| < 4yRes,
kuri irgi visada teisinga.

ISVADA 6. DuFort—Frankel’io skirtumy nesqlygiskai stabili, kai Res > 0.

c) Nagrin¢jant nelyginiu-lyginiy [4] skirtumy schemy stabiluma buvo patikrinti » = «
(paraboline lygtis), » = i (Schrodinger’io lygtis) atvejai. Bendruoju, Kuramoto—Tsuzuki
atveju, reikalinga iStirti $akny salyga polinomui

P@) = (1+xy)q* - 2~ #y’nD)g + (1 - »y),

iay = ;‘7}, o0 |n| < 1. Taikome pasiiilyta $akny tyrimo metoda:
laj® — |c|* = 4yRes, 4.9)

ab — bc = —4yResx + 2n*Rex|x|? + 4y n*Res Imsx i. (4.10)

Ir Siuo atveju |a| = |c| tik Schrédingerio lygties atveju, kai Resx = 0. Tada i§ (4.10)
formulés ab = bc, ir spektrinio stabilumo salyga bus

2+ B%y2n? <21+ B2y2,
kuria paraSykime pavidalu 472 + 82y2p* < 4, nes A2 > 0. Galutinai u¥raome

yn* < 2V1-n?/B. 4.11)

Kadangi bendruoju atveju 7 gali jgyti reik§mg 1, todél turésime nesalyginj nestabiluma.
Tatiau kartais [4] pavyksta i§skirti atvejus, kuomet n < m(h) < 1, ir salyginj stabiluma
turésime, kai
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Jeigu Res > 0, tuomet |c| < |a|, ir patenkame | antraji atveji. Kadangi

|lab — bc| = 2yResey/ (2 — y212|%|2)? + 4y 2n* (Ims2)?,

todél $akny salyga |ab — bc| < |a|? — |c|? ekvivalenti nelygybei

2yRescy/4 — 4y2n2|5 + y*nd|s|* + 4y2n*(Ims)? < 4yRes,

arba

Y |x* < 4(1 — n?)|5? + 4n* (Reso)?.

Pastebésime, kad 4(1 — 5?)|x|? > 0, todél biitinoji stabilumo salyga bus

(1]
[2]

B3]
(4]

4t 2Resc

— =y < —= .
= 7 (4.12)

ISVADA 7. Nelyginé-lyginé schema sqlygiskai stabili, kai Resc > 0.
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The root condition for polynomial of the second degree and a spectral analysis for three-level
finite-difference schemes

A. Stikonas

This paper deals with a root condition for polynomial of the second degree. We propose the root condition
criterion for such polynomial with complex coefficients. The criterion coincide with well-known Hurwitz
criterion in the case of real coefficients. We apply this root condition criterion for some three-level
finite-difference schemes for Kuramoto-Tsuzuki equations. We investigate polynomial symmetrical and
DuFort-Frankel finite-difference schemes and polynomial for one odd-even scheme. We established
spectral (conditionally or non-conditionally) stability for these schemes.



