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Santrauka. Straipsnyje gilinamasi j Hung-Hsi Wu sukurtg mokyklinés geometrijos mokymo-
si trajektorija pagrista transformacijomis. Nagrinéjamos lygiagretaus postumio, atspindzio,
sukinio ir dilatacijos plokstumos transformacijos. Juy pagalba jrodomi trikampiy kongruenci-
jos ir trikampiy panasumo pozymiai bei kvadratinés funkcijos grafiko savybés. Formuluoja-
mos naudojama savoky sistema pagrindziancios mokyklinés geometrijos aksiomos. Tyrima
paskatino geometrijos temos déstymas 2022 m. patvirtintoje matematikos programoje ir jau
publikuotuose vadovéliuose.

Raktiniai Zodziai: geometriné transformacija; kongruencija; dilatacija; mokyklinés geometrijos aksio-
mos

AMS: 97G50

Ivadas

Amerikie¢iy matematikas H.-H. Wu yra parenges visas 12 klasiy apimantj ir mate-
matiniu samprotavimu grista mokyklinés matematikos turinj. Jis yra suderintas su
2010 metais priimta amerikie¢iy matematikos programa CCSSM. Siekiame parodyti,
kad Wu parengtas mokyklinés matematikos turinys sprendzia problemas, kurios bu-
dingos musy mokyklinei matematikai. Praéjusiy mety LMD konferencijoje aptaréme
trupmeny mokymo problemas ir kaip jos sprendziamos H.-H. Wu mokyklinéje ma-
tematikoje [6]. Siame straipsnyje adaptuojame $io mokyklinés matematikos turinio
dalj skirta geometrijos mokymosi trajektorijai [10, 4 skyrius] ir [14, 4 ir 5 skyriai].
Mokymosi trajektorija (angl. learning progression) yra loginiu nuoseklumu grindzia-
mas savoky, turinio ir gebéjimy isdéstymas. Taip iSdéstytas mokyklinés matematikos
turinys naudingas mokytojy studijoms, vadovéliy autoriams, matematikos programos
rengéjams.
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Kokios geometrijos temos mokomos Lietuvoje pastaruoju metu? 2022 m. patvir-
tinta matematikos programa numato nuo pirmosios klasés nagrinéti geometrines trans-
formacijas. Pirmose keturiose klasése siuloma mokyti nustatyti objekto padétj, api-
budinti objekto judéjima ir supazindinti su figury simetrija. Penktoje klaséje api-
bréziamos transformacijos: simetrija tiesés atzvilgiu (atspindys), centriné simetrija,
posiikis ir postiimis. Sestoje klaséje programa siiilo aptarti objekto vaizdo ,,didinima
ir mazinima“ nagrinéjant praktinius pavyzdzius, bei matematiskai apibrézti figury
panasuma. Trikampiy ir keturkampiy panasumas turéty buti tyrinéjamas jsitikinant
atitinkamy kampuy ir atitinkamy krastiniy santykiy lygybémis. Pagal programa, sep-
tintoje klaséje turéty buti mokomasi figury lygumg ir panasumg pagristi nurodant
transformacijy sekg. Nuo astuntos klasés, pagal programa, transformaciju nagrinéji-
mas siejamas su skaitmeniniy priemoniy naudojimu. Skaitmeniniy priemoniy pagalba
taikant transformacijas devintoje klaséje tyrinéjami tiesinés ir kvadratinés funkcijy
grafikai. Transformacijos terminas dar karta pasirodo venuoliktoje klaséje skaitme-
niniy priemoniy pagalba tyrinéjant funkcijos grafiko priklausomybes nuo parametro.
Geometriniy figury savybiy jrodinéjimas programoje numatytas, bet néra pakankamai
aiskiai siejamas su geometrinémis transformacijomis.

Si geometrijos temos 2022 m. matematikos programoje apzvalga rodo, kad ploks-
tumos transformacijoms skiriama daug démesio nuo pirmos klasés. Kursyvu pazymeé-
tos frazés rodo, kad pacios transformacijos turéty buti traktuojamos matematiskai
tiksliai ir naudojamos pagristi kitas geometriniy objekty savybes. Véliau transfor-
macijas rekomenduojama naudoti kartu su skaitmeninémis priemonémis iliustruojant
geometriniy objekty savybes, pavyzdziui, kvadratinés funkcijos. Isskirsime keleta ki-
ty geometrijos mokymo ypatybiy. Transformacijy apibudinimas programoje ir nauji
penktos klasés vadovéliai rodo didelj démesj skiriant simetrijai ir jos pavyzdziams gy-
venamoje aplinkoje. Kita vertus, simetrija siejama tik su atspindziu ir su posukiu
atliekamu 180° kampu, ignoruojant kito dydzio kampus ir postumj [5, 90 ir 96 pp.]
vadovélyje posukis ir postumis yra visoje plokStumoje apibrézti judesiai turintys izo-
metrijos savybe. Tuo tarpu [8, 11 ir 28 pp.| vadovélyje posukis, postumis ir simetriskos
figuros vaizdavimas yra tik figuros pertvarkymai, vadinami figuros transformacijomis.
Sie ir kiti transformacijy traktavimo skirtumai penktos klasés vadovéliuose gali sukelti
sunkumy naudojant juos geometriniy objekty savybiy jrodinéjimams. Galima jtarti,
kad geometriniy transformaciju naudojimas mokykloje praranda matematinj pagrin-
da, kuriuo anksciau buvo Hilberto aksiomy sistema [1, 1 Priedas]. ISsamesné dabar-
tiniy ir ankstesniy mety vadovéliy apzvalga geometriniy transformacijy poziuriu yra
metodinéje medZiagoje [7].

H.-H. Wu siuloma plokstumos geometrijos mokymosi trajektorija yra pagrista jo
paties sukurta aksiomy sistema, kuri taip pat yra integralia viso mokyklinés matema-
tikos turinio dalimi [10, 4 skyrius], [14, 4 ir 5 skyriai] ir [7]. Ji skiriasi nuo Hilberto
aksiomomis gristos plokStumos geometrijos, kurioje ,.kongruentumas® apibréziamas
netiesiogiai, aksiomu grupe [4, 29 paragrafas]. Pagal H.-H. Wu plokStumos transfor-
macija yra funkcija. Geometrinés transformacijos (GT) mokymosi trajektorija suda-
ro dvi dalys: eksperimentiné geometrija (1-8 klasés) ir jrodymais grista geometrija
(9-12 klasés). Pirmaja dalimi siekiama lavinti geometrine intuicija, su matematine-
mis savokomis supazindinant nuosekliai. Antroji dalis grindziama anksé¢iau paaiskinty
geometriniy objekty savybiy jrodinéjimu naudojant GT. Taip siekiama geometrinés
intuicijos ir geometrinio samprotavimo lavinima padaryti prieinamu matematikos mo-
kytojams ir visiems mokyklinio amziaus vaikams.

http://www.journals.vu.lt/LMR


http://www.journals.vu.lt/LMR

Geometrinés transformacijos mokyklinéje matematikoje 47

Atsizvelgiant j naujuose penktos klasés vadovéliuose pastebétus matematinio tiks-
lumo trukumus traktuojant GT, straipsnyje atsakoma j klausima:

Kaip mokymosi poziuriu nuosekliai ir matematiniu atzvilgiu taisyklingai
isdeéstyti GT savoky sistema pagrindziancia trikampiy kongruencijos ir
trikampiy panasumo pozymius, bei paaisSkinancius kvadratinés funkcijos
grafiko savybes, t.y. kaip parengti transformacijomis grista geometrijos
mokymosi trajektorija?

Aptarsime tris pagrindines izometrijas (lygiagretusis postumis, atspindys tiesés
atzvilgiu ir posukis aplink taska) bei dilatacija (iStempis/saspudis). Aptarsime dvi
geometriniy transformacijy taikymy sritis: trikampiy kongruentumas ir panasumas,
bei kvadratinés funkcijos grafiky transformacijas. Straipsnio gale, 10 skyrelyje, yra
H.-H Wu aksiomy rinkinys pakankamas jrodyti visus standartinius mokyklinés ploks-
tumos geometrijos teiginius.

1 Pagrindinés savokos

Geometriné transformacija (GT) F yra taisyklé, kuri nurodo kaip kiekvienam ploks-
tumos taskui P priskiriamas vienintelis plokstumos taskas F/(P). GT yra matematiné
savoka, kurios pagalba suteikiama tiksli prasmeé tam, kas vaizdingai kalbant vadinama
tasky ir figury stumdymu ar perkélimu plokstumoje, nepriklausomai nuo to iSsaugoma
figury forma, ar ne.

Siekdami intuityvaus supratimo negalime aukoti tikslumo aptardami pagrindines
geometrijos savokas atkarpa, tiesé, kampas. Tiksliau matematiniu poziuriu Sios savo-
kos formuluojamos astuoniomis aksiomomis 10 skyriuje.

Turédami du taskus P ir @, (vienintele) tiese, kuriai jie priklauso, Zymeésime sim-
boliu Lpg. Si tiesé yra begaliné abiem kryptimis. Joje neturi prasmeés frazés ,,P yra
kairéje nuo Q“ arba ,,P yra kairéje nuo @, nes visa tai priklauso nuo musy padéties
tiesés atzvilgiu. Taciau visada turés prasme sakyti, kad tieséje Lpg esantis taSkas
yra ,tarp P ir Q. Jei ties¢ Lpg paversime skaiciy tiese ir joje P < @) kaip skaiciai,
tai taskas M yra tarp P ir @, kai P < M < ). Geometring ties¢ paversti skaiciy
tiese jgalina A3 aksioma. Kita vertus, jei tiese Lpg paversime skaiciy tiese taip, kad

P M Q
L 2 @ @

buty teisinga skaiciy nelygybé @ < P, tai tas pats taskas M atsidurs tarp @ ir P:
Q < M < P. Galiausiai sakome, kad plokstumos taskas M yra tarp P ir Q, jei M

Q M P
L L @

priklauso tiesei L pg ir jei, kai L pg paverciame skaiciy tiese, galioja arba P < M < @,
arba @) < M < P. Galima jrodyti, kad tik viena i$ dviejy dviguby nelygybiy galioja
tuo paciu metu ir todél savoka tarp yra korektiskai apibrézta. Pagal apibrézima, at-
karpa PQ yra aibé visy plokstumos tasky, kurie yra tarp P ir @, jskaitant ir pacius
taskus P ir Q. Taip pat sakome, kad taskai P ir ) yra atkarpos PQ galais.
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Pries apibréziant kampa reikalinga susitarti dél pusplokstumés ir spindulio sam-
praty. Tarkime, kad ¢ yra tiesé plokStumoje. Intuityviai suprantama, kad tiesé ploks-
tuma dalo j dvi dalis, kurias zymeésime £ ir ¢_; kiekviena jy vadinsime pusplokstume.
Tikslumo délei, pagal apibrézima, abiems tiesés ¢ pusplokstuméms nepriklauso pa-
ti £. Abi pusplokstumeés £ ir /_ nesikerta (neturi bendry tasky). Kiekviena tiesés ¢
pusplokstumé kartu su pacia ¢ vadinama uzZdargja pusplokstume. Abieju uzdaryju
pusplokstumiy sankirta yra tiesé /.

Spinduliu vadinama pustiesé, kurios pradzios taskas vadinamas virsune. Spindu-
lys, kurio virsunés taskas yra O ir jam priklauso kitas taskas A, Zymimas simboliu
Roa-

A
Oe °

Pagal apibrézima, kampas yra plokstumos sritis (angl. region), kurios krasta (angl.
boundary) sudaro du spinduliai Rpa ir Rop su bendra virsune O; Rpa ir Rop va-
dinami kampo krastinémis ir O vadinamas kampo virsune. Toks kampas Zymimas
simboliu ZAOB arba simboliu ZO jei néra supainiojimo pavojaus. Vis tik kampas
ZAOB turi dviprasmybe, nes, jei taskai A, O, B néra vienoje tieséje, tai spindu-
liai Rpa ir Rop sudaro du kampus, kurie pavaizduoti 1 piesinyje uzbruksniuotomis
sritimis.

1 pav. Kampo ZAOB dviprasmiskumas.

Paprastai sutariama, kad kampu ZAOB laikomas 1 piesSinio kairéje esantis kam-
pas arba ,,mazesnysis“ kampas. Apibrésime jj vienareikSmiskai tokiu budu. Kadangi
taskas B nepriklauso tiesei Loa, jis priklauso vienai i$ dviejy Sios tiesés pusplokstu-
miy. Panasiai vienintyele yra tiesés Lop pusplokstumeé, kuriai priklauso taskas A.
Tada, pagal apibrézima, kairysis kampas 1 piesinyje yra dviejy puplokstumiy sam-
kirta: Lo uzdarosios pusplokstumés, kuriai priklauso taskas B, ir Lop uzdarosios
pusplokstumeés, kuriai priklauso taskas A.
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A A

B B
2 pav. Kampy zZyméjimas lankeliu.

Toks pedantiskumas apibréziant kampa yra reikalingas tais atvejais, kai jis daly-
vauja teoremy jrodymuose. Tokie jrodymai paprastai pasirodo mokyklos vyresnése
klasése. Tuo tarpu pradinés ir pagrindinés mokyklos klasése, kur tik pradedama
geometrijos mokytis eksperimentuojant ir intuityviai, kampus galima identifikuoti
paprasciau naudojant zyméjimui lankelius kaip parodyta 2 pieSinyje.

Kai taskai A, O, B yra kolinearus (randasi vienoje tieséje), kampu ZAOB gali
buti laikoma bet kuri i§ dviejy tiesés Lp uzdaryjy pustiesiy. Siuo atveju kampas
ZAOB vadinamas istiestiniu (zr. 3 pav.).

3 pav. Istiestiniai kampai.

Kuris is dviejy galimy istiestiniy kampy turimas galvoja nurodoma taip pat nau-
dojant lankelj kaip parodyta 4 paveikslélyje.

A m B

N

4 pav. Istiestiniy kampy Zyméjimas lankeliu.

Intuityviai atrodo, kad abu istiestiniai kampai yra vienodi. 3 skyrelio gale, nag-
rinédami atspindzio transformacija atzvilgiu L4p, Siam poziuriui suteikiame tikslia
prasme.

Dabar jau pasiruose apibrézti kampo didumo matavima laipsniais. Vienetiniu aps-
kritimu vadiname apskritima, kurio spindulys 1. Daliname vienetinj apskritima j 360
vienodo ilgio daliy, trumpai tariant 360 lygiy daliy. Vienos dalies ilgis vadinamas
vienu laipsniu. Viena laipsnj galima toliau dalinti i n lygiy daliy gaunant %—t@j@ laip-
snio. Tai lygiai tas pats, kaip vienetinio intervalo skaiciy tieséje dalinimas j lygias dalis
gaunant trupmenas, tik Siuo atveju turime ,apskrita skaic¢iy tiese. Viena susijusi
apskritimo dalis vadinama lanku.

Turédami kampa ZAOB su virsune O, apibrésime jo diduma laipsniais. Tegul C
yra vienetinis apskritimas su centru O. Budamas plokstumos sritimi, kampas ZAOB
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kertasi su C lanku (5 paveikslélyje pajuodinta linija). Galime tarti, kad taskai A ir B
guli ant apskritimo.

5 pav. Kampo didumas laipsniais.

5 paveikslélyje taskas B yra kryptimi pries laikrodzio rodykle nuo tasko A. ,,Aps-
kritoje skaiciy ties¢je* nuliumi pasirinkime taska A. Kadangi kampui ZAOB kertantis
su apskritimu gaunamas lankas guli kryptimi pries laikrodzio rodykle nuo tasko A,
1 laipsnj atitinkantj taska ant apskritimo pasirenkame kryptimi pries laikrodzio ro-
dykle nuo tasko A ir jis tampa Sios ,,apskritos skaiciy tiesés” vienetu 1. Vienetinio
apskritimo taskai atitinkantys laipsnius 1,2,3,...,359,360 issidésto kryptimi pries
laikrodzio rodykle aplink centrg, kol 360 laipsniy sutampa su tasku A, kuris yra 0.
Tarkime, kad x yra tasko B skaitiné reikSmé ant Sios ,,apskritos skaiciy tiesés”. Tada
sakome, kad kampo ZAOB dydis yra z° arba kampas ZAOB turi z°, o simboliu
rasome |ZAOB| = z°. Sakome, kad du kampai yra lygus, jei ju didumai laipsniais yra
lygus.

Plokstumos izometrija yra GT, kuri nekei¢ia atstumo tarp tasky.? Kalbant placiau
galima sakyti, kad izometrija F yra tokia GT, kurios atzvilgiu, su bet kuriais dviem
taskais P ir @, atstumas tarp ju vaizdy F(P) ir F(Q) yra lygus atstumui tarp P ir Q.

Pagrindinémis izometrijomis yra:

(a) postumis vektoriaus ﬁ kryptimi arba lygiagretusis postumis;
(b) atspindys tiesés atzvilgiu;
(¢) sukinys aplink taska.
Kiekviena pagrindiné izometrija yra GT. Véliau parodysime, kad pagrindinés izomet-

rijos yra izometrijomis ¢ia apibrézta prasme. Dar daugiau, teisingas sekantis teiginys
[12, 250 p.].

1 teorema. Kiekviena plokstumos izometrija yra baigtinio skaiciaus pagrindiniy izo-
metrijy kompozicija, t.y. kongruencija.

2 Zodelis ,,izo* reigkia lygu, o zodelis ,,metrija” mazdaug reiskia matavimo veiksma. Tai matema-
tinis terminas. Kartais vietoje jo naudojama frazé standus judesys (angl. rigid motion).

http://www.journals.vu.lt/LMR
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2 Lygiagretusis postumis

Tai paprasciausia tarp pagrindiniy izometrijy, nors matematine prasme tikslus trans-
formacijos krypties savokos apibudinimas reikalauja pastangy. Net ir tuo atveju, kai
aukojame tiksluma intuityviam supratimui. Turime galvoje vektoriaus savokos api-
budinima.

Plokstumos vektoriumi 1@ laikome atkarpa AB kuriame pirmasis taskas A visada
nu@)o pradzios taskq, o antrasis taskas B nurodo galing taskq. Todél vektoriai A
ir BA yra skirtingi nors abiem bendra ta pati atkarpa AB. Vektoriaus zﬁ ilgiu
vadiname atkarpos AB ilgj. Norédami vektoriy AB pavaizduoti piesiniu, galiniame
taske B uzdedame streél vaiz_d)uojanéi@ kryptj i§ A j B. Siuo budu 6 paveikslélyje
pavaizduoti vektoriai AB ir BA.

A A
6 pav. Vektoriaii§ Aj Biri§ B} A.

Tarkime, kad ﬁ yra vektorius plokstumoje. Apibrésime postumj isilgai E arba
postumj i8 A j B. Tegul Lap yra tiesé jungianti taskus A ir B. Postumiu is A j
B vadinama taisyklé, tam tikru budu visus plokstumos taskus atvaizduojanti i kitus
tos pacios ploksStumos taskus. Butent, plokStumos taskas P yra atvaizduojamas j
plokstumos taska @ taip, kad galioja savybeés (i), (i) ir (4i):

(1) Jei P yra tieséje Lap, tai @ taip pat yra tieséje Lapg; jei P néra tieséje Lag,
tai atkarpa PQ yra lygiagreti atkarpai AB.
(i) Atkarpos PQ ilgis yra lygus atkarpos AB ilgiui.

(#i1) Vektoriai @ ir AD yra tos pacios krypties.

Paprastai postumj zymésime raide T" arba, jei reikalinga, simbolis T4 g Zymés postumj
is AjB.

Tegul T yra postumis isSilgai vektoriaus zﬁ . Jei transformacija T taskas P atvaiz-
duojamas j taska @, tai T(P) = @ ir @ paprastai vadinamas pastumtu P vaizdu kai
suprantama koks T turimas galvoje. Taip pat sakoma, kad T atvaizduoja P | Q. Jei
S yra plokStumos geometriné figura, tai, kaip buvo sakyta, T'(S) yra visy S tasky
vaizdy visuma; paprastai §i visuma vadinama pastumtu S vaizdu. Taip pat sakoma,
kad T atvaizduoja S i T'(S).

Toliau apibrésime postumio simetrijos savoka, kuriai reikalinga figury lygybeés sa-
voka. Atkreipsime démesj j tai, kad vadovéliuose figury lygybei suteikiama kita reiks-
mé — figury kongruentumas, o figury lygybé vadinama tapatumu. Tarkime, kad S ir
S’ yra dvi plokStumos geometrinés figuros. Sakome, kad S ir 8§’ yra lygios geometrinés
figuros, rasome S = &', jei teisingi kiti du teiginiai:

(1) kiekvienas S taskas P taip pat yra S’ taskas ir
(2) kiekvienas S’ taskas @ taip pat yra S taskas.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 65:45-75, 2024
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Figury lygybés savoka jgalina apibrézti postumio simetrija. Sakoma, kad geomet-
riné figura S turi postumio simetrijg (angl. translational symmetry), jei egzistuoja
postumis T atvaizduojantis S | padia save, t.y. T(S) = §. Taip pat sakoma, kad
figura S yra simetriné postumio T atzvilgiu.

Pagal apibrézima, geometriné figura S yra simetriné postumio atzvilgiu, jei lygybé
T(S) = S teisinga bent su vienu postumiu 7'. Praktiskai dauguma postumio simetrija
turin¢iy figury yra simetriskos daugelio postumiy atzvilgiu. Paprasciausias simetrinés
postumio atzvilgiu figuros pavyzdys yra tiesé £. Jei ant ¢ paimsime bet kuriuos du
tagkus A ir B, tai isitikinsime, kad ¢ yra simetriné postumio T4 p atzvilgiu.

A B
> 4

o=

Atliekant eksperimentus su postumio vaizdavimu permatoma plévele (zr. [7]) ga-
lima jsitikini sekanciy teiginiy teisingumu.

T1 Postumis issaugo atkarpos ilgj ir kampo diduma.

T2 Postumiu tiesé atvaizduojama j tiese, atkarpos vaizdas yra atkarpa, spindulio
vaizdas yra spindulys.

T3 Jei T yra postumis iS A | B, tai tiesé ¢ yra atvaizduojama j tiese lygiagrecia ¢
isskyrus atveji, kai ¢ yra lygiagreti Lap; jei £ yra lygiagreti arba lygi Lapg, tai
postumiu 7' gautas jos vaizdas sutampa su £.

Tvirtiname, kad postumis yra izometrija ir tai reikéty paaiskinti. Prisiminkime,
kad, pagal apibrézima, izometrija iSsaugo atstumus tarp tasky. Be to, mes kalbéjome
ir apie atkarpy ilgius. Tuo tarpu teiginyje T'1 aukséiau minimas atkarpos ilgio iSsau-
gojimas. Kadangi iki Siol nekomentavome rysio tarp fraziy ,,atstumas tarp tasky® ir
watkarpos ilgis“, gali likti neaiskus skirtumas tarp tranformacijos galéjimo issaugoti
atkarpos ilgj ir iSsaugoti atstuma tarp tasky. H.-H. Wu mokyklinéje geometrijoje
atstumas tarp tasky yra pirminé savoka apibréziama A5 aksioma (zr. 10 skyriuy),
o atkarpos ilgis yra apibréziamas per atstuma. Butent, tegul P ir @) yra bet kurie
plokstumos taskai ir tegul PQ yra Siuos taskus jungianti atkarpa. Pagal apibrézima
atkarpos PQ ilgis yra atstumas tarp P ir @, t.y. |PQ| := d(P, Q).

Tegul T yra postumis, o P ir @) yra du skirtingi taskai. Tada ju vaizdais yra taskai
P =T(P)ir @ = T(Q). Remiantis T2 teiginiu, atkarpos PQ vaizdas T(PQ) yra
atkarpa P’'Q’ jungianti P’ ir Q'. Pagal T'1 teiginj, atkarpy PQ ir P'Q’ ilgiai yra lygus.
Tada atstumas tarp tasky P ir @) yra lygus atstumui tarp tasky P’ ir Q’. Kadangi
tai yra teisinga bet kurioms tasky P ir ) poroms, darome isvada, kad postumis T’
yra izometrija. Lygiagretusis postumis yra pirmoji i$ pagrindiniy izometrijy.

3 Atspindys tiesés atzvilgiu

Apibrésime taisykle-transformacija, kuri, vaizdziai kalbant, ,,perkelia“ taskus esan-
¢ius vienoje tiesés ¢ puséje i kita jos puse ir palieka nepajudintais tiesés £ taskus. Sia
transformacija Zymeésime graikiska raide A (didZioji Lambda) ir vadinsime ja atspin-
dziu ¢ atzvilgiu arba atspindZiu atZvilgiu tiesés £: jei plokStumos taskas P nepriklauso
tiesei ¢, tai transformacija A taskas P atvaizduojamas j kita taska, Zymima A(P),
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taip, kad tiesé ¢ yra taskus P ir A(P) jungiancios atkarpos vidurio statmuo (angl.
perpendicular bisector). Tada taskai P ir A(P) yra prieSingose tiesés £ pusése:

1

oM

7 pav. Atspindys A tiesés £ atzvilgiu.

Kita vertus, jei taskas M priklauso tiesei ¢, tai, pagal apibréZima, A(M) = M, t.y.
transformacija A tasko M vieta nekei¢iama. Apibendrinant, su bet kuriuo plokstumos
tasku P, A(P) zymi P vaizda atspindzio A atzvilgiu, arba, paprasciau, atspindétu P
vaizdu skersai £. Taip pat sakoma, kad transformacija A taskas P atvaizduojamas i
taska A(P).

Atspindys turi nuostabia savybe, kuria dabar paaiskinsime. Tegul A yra atspindys
tieses £ atzvilgiu. Tegul P yra taskas plokStumoje. Jei P nepriklauso ¢, tai A(P) yra
taskas @ kitoje tiesés ¢ puséje. Pagal apibrézima, ¢ yra statemena atkarpai PQ:

1

8 pav. Atspindys A tiesés £ atzvilgiu.

Dabar nagrinékime taska Q' = A(Q); tiesé £ yra statmena atkarpai QQ’, o tada
atkarpa QQ’ yra statmena tiesei £. Bet kadangi atkarpa QP statmena tiesei £, intui-
tyviai aisku, kad dvi tiesés, kurioms priklauso QP ir QQ’ turi sutapti, o tada Q' turi
sutapti su P. Taigi, A(Q) = P, ir, kadangi A(P) = Q, turime lygybe A(A(P)) = P.
Nuostabioji atspindzio savybé yra Si:

A(A(P)) = P su kiekvienu plokstumos tasku P. (1)

Suformuluosime keleta pastebéjimy apie atspindj, analogiskus teiginiams 7T'1, T2,
T3 apie postumj. Ju tikrumas aiskintinas panasiai kaip ir postumio atveju eksperi-
mentuojant su permatoma plévele [7]. Butent

A1 Atspindys iSsaugo atkarpos ilgj ir kampo diduma.
A2 Atspindziu tiesé atvaizduojama j tiese, atkarpos vaizdas yra atkarpa, spindulio
vaizdas yra spindulys.
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A3 Pakartotinas atspindys skersai tos pacios tiesés palieka taskus savo vietose, t.y.
A(A(P)) = P su kiekvienu plokstumos tasku P.

Tos pacios priezastys aptartos nagringjant ilgio ir atstumo rysj bei teiginiai A1,
A2 padeda jsitikinti, kad atspindys yra izometrija.

Kaip ir postumio atveju, jei A yra atspindys atzvilgiu tiesés ¢ ir jei S yra geo-
metriné figura plokStumoje, tai visy S tasky atspindéty vaizdy rinkinys vadinamas S
atspindétu vaizdu arba S vaizdu atzvilgiu A ir zymimas A(S). Taip pat sakoma, kad
A atvaizduoja S | A(S).

Jei geometriné figura atspindziu atvaizduojama j lygia sau paciai geometrine figu-
ra, tai sakome, kad figura turi dvisale simetrijg (angl. bilateral symmetry) tieses ¢
atzvilgiu arba atspindzio simetrija atzvilgiu ¢, o £ vadinama simetrijos asimi arba
simetrijos tiese. Pavyzdziui, didziosios raidés A, H, M turi dvisale simetrijg atzvilgiu
vertikalios linijos nubréztos per raidés vidurj. Tas pats yra teisinga ir didziosioms
graiky kalbos raidéms Delta A ir Lambda A.

Kartais atspindys tiesés atzvilgiu vadinamas ,,simetrija tiesés atzvilgiu“ [8, 2 dalis,
12 p.], [5, 2 dalis, 86 p.]. Mes laikomés poziurio, kad simetrija yra geometrinés figtiros
savybé, o ne transformacija. Todél atspindzio nevadiname simetrija.

Dabar baigsime anksc¢iau pradéta diskusija apie tai, kad iStiestinis kampas turi
180°. Tarkime, kad duota tiesé L, dvi jos uzdaros pusplokstumeés L, ir L_ ir taskai
A, O, B priklausantys tiesei L, kaip parodyta 9 paveikslélyje.

P
L, ¢
° ° ° L
A B
. 0
@

9 pav. Istiestinis kampas.

Pastebékime, kad istiestiniu kampu LZAOB galéty buti Ly arba L_. Tarkime,
kad A yra atspindys tieses L atzvilgiu. Tvirtiname, kad A(Ly) = L_ ir A(L_) = L.
Pirma jrodysime, kad A(Ly) C L_. Jei taskas P priklauso uzdarai pusplokstumei L,
tai pagal atspindzio apibrézima A(P) priklauso L_. Todél A(Ly) C L_. Atvirksciai,
irodysime, kad L_ C A(Ly). Tarkime, kad @ priklauso L_. Tegul P = A(Q); tada
P priklauso L. Bet pagal (1), turime lygybes

Q = A(AQ)) = A(P).

Todél @ priklauso A(Ly), t.y. L_ C A(Ly). Pagal figury lygybés apibréztj jrodéme,
kad A(Ly) = L_. Antraja lygybe A(L_) = L siulome jrodyti skaitytojui.

Tai rodo, kad A atvaizduoja bet kurj istiestinj kampa, kuriuo gali buti laikomas
ZAOB, i kita. Kadangi atspindys iSsaugo kampo didumag pagal teiginj A1, du is-
tiestiniai kampai Ly ir L_ yra lygus savo dydziu. Kadangi abu jie sudaro 360°, tai
kiekvienas is ju lygus 180°.
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4 Sukinys aplink taska

Liko aptarti paskutine pagrindine izometrija — sukinj. Sukiniu R su centru taske O
ir e laipsniy kampu, kai —360 < e < 360, vadinama taisyklé, kuri nekeicia tasko O
padéties, bet keicia kiekvieno kito tasko P padétj sekanciu budu:

Jei e > 0, taskai P ir O jungiami atkarpa OP, kuri atvaizduojama e laips-
niy sukimu pries laikrodzio rodykle apie centra O. Nauja tasko P padétis
atlikus sukinj R Zymima R(P). Jei e < 0, tai atkarpa OP atvaizduojama
le| laipsniy sukimu pagal laikrodZio rodykle.

Tasgkas R(P) vadinamas P vaizdu atZvilgiu R arba, papras¢iau, pasukto P vaizdas.
Taip pat sakoma, kad sukiniu R taskas P atvaizduojamas i taska R(P). Jei S yra
geometriné figlira, tai visy jos tasky vaizdy rinkinys vadinamas S vaizdu atzvilgiu R,
zymimu R(S). Taip pat sakoma, kad sukiniu R figura S atvaizduojama i figura R(S).

Dabar patyrinésime ta patj centra turinéiy dviejy sukiniy kompozicija. Pirma,
paprastesnis atvejis. Tegul R yra sukinys s° apie taska O ir R’ yra sukinys —s°® apie
ta pati taska O. Sukiniu R taskas P atvaizduojamas i taska R(P), kuris, po to,
sukiniu R’ atvaizduojamas j ta patj taska P, t.y. P licka savo vietoje. Siy sukiniy
nuoseklaus atlikimo taskui P rezultatas zymimas R'(R(P)). Simboliskai kompozicija
galima pavaizduoti taip:

P& R E R(R(P)) = P. 2)

Sukeite vietomis sukinius gauname ta patj rezultata R(R'(P)) = P.

Antra, bendresnis atvejis. Dabar nagrinékime s° sukinj R apie centra O, ¢ia
—360 < s < 360. Kadangi dabar mums rupi laipsniai, laikinai pakeisime s° sukinio R
zyméjima i Rs. Panasiai, tegul R; yra t° sukinys apie ta patj centra O, ¢ia —360 <
t < 360. Jei —360 < s+t < 360, tai gauname

R; (RS (P)) = Rs++(P) su kiekvienu tasku P. (3)

Jei geometriné figura S turi savybe, jog egzistuoja sukinys R (apie kurj nors centra
kuriuo nors kampu) atvaizduojantis S i save, tai sakome, kad S turi sukimosi simetrija
atzvilgiu R. Intuityviai aisku, kad kvadratas turi sukimosi simetrija atzvilgiu sukinio
90° kampu apie kvadrato centra O. Taip pat intuityviai aisku, kad taisyklingas dau-
giakampis su n krastinémis turi sukimosi simetrija atzvilgiu sukinio (360/n)° kampu
apie kurj nors taska daugiakampio viduje. Nesunku pasitikrinti, kad apskritimas turi
sukimosi simetrijg atvilgiu sukinio apie savo centra d° kampu, ¢ia d gali buti bet kuris
skaicius tarp —360 ir 360.

Kaip ir apie postumj bei atspindj, apie sukinj galima tvirtinti esant teisingiems
Siuos pastebéjimus:

R1 sukinys iSsaugo atkarpos ilgj ir kampo diduma.

R2 sukiniu tiesé atvaizduojama j tiese, atkarpos vaizdas yra atkarpa, spindulio
vaizdas yra spindulys.

R3 jei Ry ir Ry yra du sukiniai, atitinkamai, s ir ¢ laipsniy, ribojamy nelygybe
—360 < s+t < 360, apie ta patj centra, tai, su bet kuriuo tasku P, taskas
Q@ = R:(Rs(P), gaunamas i3 tasko P nuosekliai taikant Ry ir po to Ry, sutampa
su tasko P vaizdu gaunamu taikant sukinj s + ¢ laipsniy kampu apie ta patj
centra.
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Teiginiai R1 ir R2 sukiniui yra analogiski teiginiams A1 ir A2 atspindziui bei T'1
ir T2 postumiui. Todél samprotavimai analogiski tiems, kuiuos naudojome aptarda-
mi ilgj ir atstuma atzvilgiu postumio, tinka pagrjsti tai, kad sukinys yra izometrija.
Tokiu budu pasiekéme paskutine is trijy pagrindiniy izometrijy, kurias naudosime to-
liau apibrézdami figury kongruencija. Apibendrindami SeSis teiginius suformuluosime
prielaidas apie pagrindines izometrijas:

Isol Postumiai, atspindziai ir sukiniai iSsaugo atkarpos ilgj ir kampo diduma.
Is02 Atzvilgiu postumio arba atspindzio arba sukinio, tiesés vaizdas yra tiesé, atkar-
pos vaizdas yra atkarpa, spindulio vaizdas yra spindulys.

Vyresnése klasése jrodinédami naudojame sias prielaidas jtvirtinancia A7 aksioma.

5 Figury kongruencija

Siame skyrelyje suteiksime konkre¢ia prasme frazei ,to paties dydzio ir formos fi-
guros“ sutinkamai vadovélinéje mokyklinéje matematikoje. Tam tikslui priminsime
funkciju kompozicijos savoka. Turédami dvi pagrindines izometrijas F' ir G, ju pa-
galba apibrésime nauja transformacija: tai nauja taisyklé atvaizduojanti kiekviena
plokstumos taska P j taska F'(G(P)). Pirma, i taisyklé turi prasme, nes G(P) buda-
mas plokstumos tasku yra transformacijos F' vaizduojamas j taska F(G(P)). Naujoji
transformacija vadinama kompozicija arba sudétine funkcija ir zymima simboliu FoG.
Kompozicija gaunamo tasko P vaizdas simboliu uzrasomas taip:

(FoG)(P) = F(G(P)).

Taisyklingas kompozicijos simbolio naudojimas remiasi supratimu, kad transformacija
kaip taisyklé yra kitos rusies matematinis objektas negu plokstumos taskas. Kitas da-
lykas yra kompozicija FoG sudaranciy transformacijy F' ir G eiliSkumas; nors pirmaja
rasoma transformacija F', bet pirmoji taska P vaizduoja transformacija G:

P — G(P) — (FoG)(P).
Naudojant kompozicijos simbolj kitaip galime uzrasyti (1) atspindzio A savybe:
(AoA)(P) = P su kiekvienu plokstumos tasku P. (4)

Panasiai galime isreiksti sukinio (3) savybe. Turint taska O, s ir ¢ laipsniy sukinius
apie O zymésime R ir Ry, atitinkamali, kai s ir ¢ yra tarp —360 ir 360. Tada, jei
—360 < s+t < 360 turime

(RtoRs)(P) = Rs1+(P) su kiekvienu tasku P. (5)
Atskiru atveju, kadangi 0° sukinys Ry nekeicia tasko padéties, (2) savybeé atrodo taip
(RioR_;)(P) = P su kiekvienu tasku P. (6)

Lygiagretusis postumis taip pat turi savybe analogiska ¢ia prisimintoms atspindzio
ir sukinio savybéms. Su bet kuriuo vektoriumi 1@, teisinga savybé:

(TapoTpa)(P) =P su kiekvienu tasku P. (7)
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A P
10 pav. Postumio savybé.

Norint paaiskinti pastaraja postumio savybe reikéty pastebéti, kad laisvai pasirinktas
taskas P transformacija Tap atvaizduojamas j taska @Q taip, kad |PQ| = |AB| ir
PQ||AB, o vektoriai ]?65 ir AB nukreipti ta pacia kryptimi (10 pav.). ,,Apgreztu”
postumiu T 4 taskas @ atvaizduojamas j taska Q’ taip, kad |QQ’| = |BA| ir QQ’||BA,
o vektoriai P@ ir ﬁ nukreipti ta pacia kryptimi. Remiantis lygiagretumo aksioma
(A2) (10 skyrelis), dvi tiesés Lpg ir Lgg/, abi budamos lygiagredios tiesei Lap ir
eidamos per ta patj taska @, turi sutapti. Todél taskas @ atvaizduojamas atgal
atstumu |BA| tasko P kryptimi iSilgai tiesés Lpg turi sutapti su P. Tai paaiskina
(7) savybe.

Turédami dviejy pagrindiniy izometrijy kompozicijos samprata, ja galime api-
bendrinti bet kuriam skaic¢iui pagrindiniy izometriju. Pavyzdziui, jei F', G, H yra
trys pagrindinés izometrijos, tai kompozicija FoGoH yra FoG ir H kompozicija arba,
nuosekliau formuluojant apibrézima, tai yra taisyklé, kuri laisvai pasirinkta taska P
atvaizduoja | taska F(G(H(P))). PlokStumos kongruencija yra tokia plokstumos
GT, kuria sudaro (baigtinio skai¢iaus) pagrindiniy izometrijy kompozicija. Dvi vie-
noje plokstumoje esancios geometrinés figuros S ir 7 vadinamos kongruenciomis, jei
egzistuoja tokia kongruencija F, kuria S atvaizduojama j T .

Kadangi pagrindinés izometrijos iSsaugo atstumus tarp tasky ir kampy dydzius,
ta pacia savybe turi ir pagrindiniy izometrijy kompozicijos. Kitais zodziais tariant,
kongruencija issaugo atstumus tarp tasky ir kampy dydzius. Tuo budu kongruencios
figuros yra ,,to paties dydzio ir formos®.

Dabar kongruencijos savoka taikysime trikampiams ir aptarsime ka reiskia, kad
matitinkamos trikampiy dalys yra kongruencios®. Tarkime, kad du trikampiai AABC
ir AAgByCy yra kongruentis, simboliais: AABC =2 AAyByCy. Kadangi trikampius
vienareiksmiskai nusako trys jy virsSunés, tai reiskia, kad egzistuoja kongruencija F,
kuri atvaizduoja AABC' | ANAgByCy taip, kad

F(A) = Ay, F(B)=B,, F(C)=C. 8)

Atkarpa ir jos vaizdas atzvilgiu F', kampas ir jo vaizdas atzvilgiu F', vadinami atitinka-
momis dalimis. Pavyzdziui, BC ir BoCy yra kongruencios dalys, nes F(BC) = FyBy.
Atitinkamy atkarpy BC ir ByCy ilgiai yra lygus dél pagrindiniy izometrijy savybeés
Isol 4 skyrelio gale. Panasiai, kadangi F(LACB) = LAyCyBy, LACB ir LA CyBy
yra atitinkami kampai ir ju dydziai yra lygus dél pagrindiniy izometriju savybeés Isol.

Simbolinis teiginys apie trikampiu kongruencija AABC = AAyByCy nurodo vir-
Stnes suporuotas (8) kongruencijos F' atzvilgiu.

6 Trikampiy kongruencijos poZzymiai

Sis skyrelis yra pagrindiné plok$tumos geometrijos tema. Mazdaug astuntos kla-
sés grieztumo lygiu ir naudodami pagrindines izometrijas jrodysime tris trikampiy
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A

11 pav. Kongruentus trikampiai.

kongruentumo pozymius. Tai reiskia, kad jas paaiskinsime remdamiesi pagrindiniy
izometrijiy savybémis Isol ir Is02. Siame etape svarbu paaiskinti matematines idéjas.

Nusizengdami matematinés kalbos tikslumui sakysime, kad trikampiy krastinés
lygios, jei ju ilgiai yra lygus, o trikampio kampai lygus, jei ju dydziai yra lygus.
Praeito skyrelio gale parodéme, jei AABC = AAyByCy, tai atitinkamos trikampiy
dalys yra lygios (zr. 11 pav.). ISreikSime §j teiginj tiksliau simboliais:

|AB| = |AoBo|, [BC|=[BoCol|, |AC|=[AcCo|, 9)
|ZA| = |£Aol, |4B|=4Bo|, |£C|=[£Cyl. (10)

Klausimas, ar teisingas atvirkscéias teiginys, t.y. jei trys poros krastiniy ir trys poros
kampy yra lygus, tai ar trikampiai kongruentus? Klausimo sudétinguma sudaro tai,
kad pradédami sesiomis poromis lygybiy siejanciy tik dviejy trikampiy dalis ir nieko
kito, norime kazka pasakyti apie visa plokStuma, butent, kad egzistuoja taisyklé (kon-
gruencija), kuria atvaizduojamas kiekvienas plokstumos taskas ir, tuo budu, vienas
trikampis perkeliamas ant kito trikampio.

Kaip mes gerai zinome, teisingas stipresnis teiginys, negu paprastas atsakymas j
klausima — taip. Mums nebutina pradéti nuo prielaidos apie Sesias lygybes. Jei sam-
protauti iSmintingai, tai pageidaujamai isvadai pakanka trijy lygybiy kaip prielaidy.
Teisingi sekantys trys trikampiy kongruentumo pozymiai.

kKk kongruentumo pozymis. Jei du trikampiai turi lygiy kampuy pora ir
ty kampy atitinkamy krastiniy abiejuose trikampiuose poros yra lygios,
tai abu trikampiai yra kongruentus.

KkK kongruentumo pozymis. Jei du trikampiai turi dvi poras lygiy kampuy
ir vieno trikampio bendra abiem kampams krastiné yra lygi kito trikampio
atitinkamai krastinei, tai abu trikampiai yra kongruentus.

kkk kongruentumo pozymis. Jei du trikampiai turi tris poras lygiy kras-
tiniy, tai abu trikampiai yra kongruentus.

Dalj laiko klaséje reikéty skirti trikampiy kongruentumo pozymiy tikrinimui pasitel-
kiant piesimo ar skaitmenines priemones. Neturint iSankstinio jsitikinimo, kad tai, ka
mokiniai nori jrodyti, yra teisinga, jiems buty sunku iSmokti jrodinéti. Kongruentumo
pozymiy jrodymuy nagrinéjimui buty geriausia pasitelkti jvairias tam skirtas mokymo
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12 pav. Kongruentus trikampiai.

priemones, medinius trikampiy modelius ir panasiai. Tokiais budais jie intuityviai
geriau suprantami, negu musy toliau pateikiamas samprotavimas tekstu.

kKk kongruentumo pozymio jrodymas. Duoti tokie du trikampiai ABC' ir AqgByCy,
kad

|AB| = |AoBol|, [ZA|=|ZA0|, |AC|=|AxCyl. (11)

Muins reikia sukonstruoti tokia pagrindiniy izometrijy kompozicija F', kuria trikampis
ABC atvaizduojamas j trikampj AgByCy, virsuné j virsune:

F(A) = Ay, F(B)=B,, F(C)=C. (12)

Sios lygybés skatina spéti, kad pagrindiniy izometrijy konstravima galima biity atlikti
nuosekliai siejant atitinkamy virSuniy poras. Pirmuoju zingsniu pasirinkta trikam-
pio ABC virsuné perkeliama j atitinkama trikampio AgByCy virsune lygiagreciuoju
postumiu. Plétojant Sig idéja, verta jrodyma suskaidyti j tris zingsnius pagal virstuniy
skaiciy.

1 Zingsnis. Sujunkime virsunes A ir Ay kartu. Jei A = Ag, tai nieko nereikia
daryti. Jei ne, tai tegul T" yra postumis atzvilgiu vektoriaus AAg. Galutiné trikampio
ABC padeétis atlikus postumj isilgai AA pavaizduota 13 paveiksliuke.

B,

N

’
’

,x,
.
’
’
’
V.

0

\

.

.

.

|

|

| N
RIS . /70

|

|

.

|

.

|

|

|

|

13 pav. Galutinis postumio i§ A j Agp rezultatas.

2 Zingsnis. Sujunkime virsunes B ir By kartu. Postumiu T gautg atkarpos AB
vaizda (13 paveikslélyje tai raudonojo trikampio horizontali krastiné) jungiame su
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Ap By naudodami sukinj. Jei kampas tarp T(AB) ir AgBy yra t° (paveikslélyje ¢t = 90),
tai t° sukinys apie centra Ay atvaizduos T'(AB) ant spindulio R4, p,. Pavadinkime §j
sukinj R. Duota, kad |AB| = |AgBy| ir Zinome, kad postumis iSsaugo atkarpos ilgj.
Todél atkarpy T(AB) ir AgBy ilgiai sutampa, o R atvaizduoja T(AB) ant trikampio
Ao BoCp krastinés AgBy kaip parodyta 14 paveikslélyje. Po pirmuyju dviejy zingsniy,
T kompozicija su R sujungia virsunes B ir By kartu.

14 pav. Sukinio R apie Ag rezultatas.

8. Zingsnis. Sujunkime virsunes C ir Cy kartu. Postumis 7T ir sukinys R trikampio
ABC virsunes A ir B atvaizdavo j trikampio AgByCy virSunes A ir By, atitinkamai;
tarkime, kad T ir R transformacijy kompozicijos rezultate virsunés C' vaizdas yra
C' pavaizduotas 14 paveiksliuke. Tvirtiname, kad atspindys A tiesés L4, p, atzvilgiu
(nekeiGiantis tasky Ag ir By padéties) sujungs virsunes C' ir Cy kartu. IS tikro, 14 pa-
veiksliuke pazyméti du kampai su bendra virune Ay yra lygus, kadangi izometrija
nekeicia kampy dydzio ir, pagal prielaida, kampai ZCAB ir ZCyAgBy yra lygus.
Todél atspindziu A kampas C'AgBy atvaizduojamas | kampa CyAgBg, o spindulys
Ra,c atvaizduojamas j spindulj R4,c,. Prisiminus, kad atkarpy AoC’ ir 4oC) ilgiai
yra lygus, nes izometrija iSsaugo atkarpuy ilgius, ir pagal prielaida |[AC| = |4oCh|.
Todél atkarpos ApC’ atspindétas vaizdas A(ApC’) sutampa su atkarpa AgCy. Taigi
A atvaizduoja C’ | Cy. Tuo budu T, R ir A kompozicija sujungia virsunes C ir Cg
kartu. Kadangi A nekeiCia Aq ir By padéties, sukonstruota kompozicija trikampis
ABC atvaizduojamas j trikampj AgBoCy, kaip parodyta 15 paveiksliuke.

15 pav. Kompozicijos T, R ir A vaizdas.
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Gavome, kad kompozicija RoAoT yra kongruencija F, kuriai teisingos (12) lygy-
bés, t.y. kongrunecija F' trikampis ABC atvaizduojamas j trikampj AqByCy. Tiksliau
kongruencija sudaro postumis T isilgai AAg, sukinys R su centru virsunéje Ag ir at-
spindys A tiesés La,p, atzvilgiu. 0O

Kity dviejy trikampiy kongruentumo pozymiy KKK ir kkk jrodymai yra panasus.

7 Dilatacija ir figury panasumas

Iki Siol nagrinéjome izometrijas, kurios nekeicia atstumy tarp tasky. Siame skyrelyje
nagrinésime transformacijas, kurios keicia atstumus tarp tasky, bet tokiu taisyklin-
gu budu, kad nekeicia atvaizduojamos figuros formos. Daugiakampiy atveju, formos
keitimas yra iSreiskiamas atitinkamy krastiniy santykiais. | elipses panasioms kreivi-
néms figuroms yra maziau aisku, ka reiskia vienai figurai buti ,,dvigubai didesne® uz

kita:
— >

Tuo tikslu naudosime dilatacijos savoka.

1 apibrézimas. Plokstumos transformacija D vadinama dilatacija su centru taske O
ir koeficientu r, (r > 0), jei

(i) transformacija D taskas O atvaizduojamas i save;

(1) jei plokstumos taskas P nelygus O, tai transformacija D taskas P atvaizduoja-
mas | taska P’ esantj ant spindulio Rop taip, kad |OP’| = r|OP|.

Atveju r > 1 dilatacija D vadiname istempiu, o atveju 0 < r < 1 dilatacija D
vadiname saspudziu.

Piesinys iliustruoja istempj.

(0] pP P’

@ @ @

r|OP|
Jei dilatacija su centru O tagkai P ir ) atvaizduojami j taskus P’ ir Q)’, atitinka-
mai, tai

0P| _ |0Q)|
0P|~ 0@

(13)

kadangi abu santykiai lygus tam paciam dilatacijos koeficientui.
Sekantis faktas vadinamas fundamentaligja panasumo teorema (FPT).

2 teorema [FPT|. Tarkime, kad D yra dilatacija su centru taske O ir koeficientu r > 0,
o P ir Q yra tokie du taskai, kad O, P, Q néra kolinearus. Tegul P’ = D(P) ir
Q' = D(Q). Tada tiesés Lpg ir Lpig: yra lygiagrecios. Be to, |P'Q’'| = r|PQ].
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2 teorema jrodyta mokytojo knygose [12, 6.4 skyrelis|, kai r yra trupmena, ir [13,
2.6 skyrelis], kai r yra realusis skai¢ius. Sie du atvejai nagrinéjami atskirai todeél, kad
santykiy savybés (kryzminé sandauga ir kitos) pagrindinio ugdymo turinyje jrodomos
tik racionaliesiems skai¢iams, o ju apibendrinimas realiesiems skai¢iams reikalauja
ribos sampratos, kuri paprastai priklauso vidurinio ugdymo turiniui. Aisku, Sias sa-
vybes galima naudoti be jrodymo kai tik juy reikia, bet butina sig aplinkybe paaiskinti
mokiniams ir tai jvardinti, pavyzdziui, kaip Mokyklinés matematikos fundamentaligja
prielaida (MMFP) bei nepamirsti ja jrodyti kai tik apibréziamos reikalingos savokos.

2 teorema yra ekvivalenti sekanciai teoremai, kuria zymeésime FPT*. Ekvivalen-
tumas jrodytas [14, 5.1 skyrelis] su MMFP, o §i prielaida jrodyta [13, 2.1 skyrelis].

3 teorema [FPT*]. Tarkime, kad duotas ANABC ir D yra taskas spindulyje Rap ne-
lygus A ir B. Tarkime, kad tiesé ¢ lygiagreti krastinei BC ir eina per taskq D. Tada
¢ kerta spindulj Rac taske E ir

|AD| |AE| |DE|
|AB|  |AC| |BC|

Jei 2 teoremoje vietoje dilatacijos koeficiento r naudojamas (13) santykis, tai FPT*
ir FPT sutampa su Talio teorema ir atvirkstine Talio teorema, atitinkamai. Taciau
atitinkamy teiginiy jrodymai skiriasi kai Talio teoremy jrodymuose neatsizvelgiama
i anks¢iau minéta atkarpy ilgiy santykio savybiy statusa mokyklinéje matematikoje.
Tokio neapdairumo nebuvo tarpukario mokyklinéje matematikoje. Pavyzdziui, 1938
mety leidimo M. Sik$nio vadovélyje [15, 41 p.] jrodant Talio teorems skiriami du
atvejai, kai nagrinéjamos atkarpos bendramatés ir nebendramatés. Vadovélio autorius
pastebi, kad pirmuoju atveju galima naudoti ,,geometrinés proporcijos ypatybes,
o antruoju atveju jis naudoja apytikriy santykiy seka.

Cia jrodysime tik viena fakta, kuriuo remiameés toliau jrodydami kk trikampiy
panasumo pozymj.

4 teorema. Tegul D yra dilatacija su centru taske O ir koeficientu r. Tegul P ir Q yra
tokie du taskai, kad O, P, Q néra kolinearus. Galiausiai tequl P' = D(P). Tada Q
vaizdas Q' atZvilgiu D yra tiesés Log sankirta su tiese einancia per P’ ir lygiagrecia
SuU LPQ,

~

16 pav. Dilatacijos savybeé.

Irodymas. Tegul ¢ yra tiesé einanti per taska P’ ir lygiagreti tiesei Lpg, kuri 16 pav.
pazyméta punktyrine linija. Tegul Qg yra tiesiy £ ir Log susikirtimo taskas. Reikia
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jirodyti, kad Qo = Q" (= D(Q)). Remiantis 2 teorema, Lpig yra lygiagreti Lpg ir
eina per taskag @)'. Pagal apibréZzimg, ¢ taip pat eina per taska P’ ir yra lygiagreti
Lpg. Lygiagreiy tiesiy aksioma (A2) garantuoja, kad tiesés ¢ ir Lp/g sutampa.
Todél taskas Q' priklauso tiesei ¢. Kadangi taskas @’ priklauso ir Log, tai jis yra ¢
ir Lpg susikirtimo taskas. Todél Q' = Qo, ka ir reikéjo jrodyti. O

Intuityviai kalbant dvi figuros yra panasios, jei jos turi ta pacia ,forma“ Tiksliau
panasumas vadoveéliuose apibréziamas tik trikampiams ir daugiakampiams naudojant
siy figury specifika — krastines ir kampus. Tuo tarpu funkcijy grafiky panasumas
reikalauty kitokios apibrézties. Geometrijoje plokstumos figury panasumas apibre-
ziamas naudojant dilatacijos ir kongruencijos transformacijas.

Dvi plokstumos geometrinés figuros S ir S’ vadinamos panasiomis, zZymima S ~ §’,
jei egzistuoja tokia dilatacija D, kad D(S) yra kongruenti &’. Kitaip tariant, figu-
ros S ir 8§ yra panaSios, jei egzistuoja kongruencija F ir dilatacija D tokie, kad
F(D(S)) = &', t.y. kompozicija FoD figira S atvaizduoja i figura S’. Kompozi-
cija FoD vadinama panasSumo transformacija, o dilatacijos koeficientas vadinamas
panasumo koeficientu. Jei panasumo koeficientas lygus 1, tai panasumas reiskia kon-
gruencija, nes dilatacija su vienetiniu koeficientu yra tapatinga transformacija.

8 Trikampiy panasumas

Sakysime, kad trikampiai AABC ir AA'B'C’ yra panasus, simboliais Zymeésime
NABC ~ NA'B'CY, jei egzistuoja tokia panasumo transformacija G, kad

G(A) =4, GB)=B, GC)=C"

Pagal §j apibréZima trikampiy panasumas reiskia ne tik tai, kad trikampiai G(AABC)
ir AA'B'C’ lygus figury lygybés prasme, bet ir tai, kad transformacija G' suporuoja
trikampiy virSunes tam tikra tvarka.

Galima nesunkiai jsitikinti, kad i$ Sio trikampiy panasumo sampratos isplaukia
vadoveéliné trikampiy panasumo samprata isreiksta per trikampiy kampus ir krastines.
Butent teisinga sekanti teorema.

5 teorema. Jei du trikampiai ABC ir A'B'C’ yra panasus, tai teisingos lygybés:
|ZA| = |£A"|, |4B|=|4B'|, |4£C|=|4C"|
i
|AB|  |AC|  |BC|
|A’B’| - |A’C’| - \B’C”\'

Mus domins atvirkstinis teiginys, t.y. salygos, kuriy pakanka norint jsitikinti,
kad trikampiai panasus. Daznai naudojamas toks teiginys vadinamas kk trikampiy
panasumo pozymiu, t.y. trikampiy dviejy pory kampy lygybé yra pakankama salyga
ju panasumui.

6 teorema [AA trikampiy panaSumo poZymis|. Du trikampiai, kuriy dvi poros kampy
lygios, yra panasus.
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c’
17 pav. AA panaSumo poZymis.

Irodymas.  Tarkime, kad duoti du trikampiai ABC ir A’B’C’. Taip pat tarkime,
kad |ZA| = |£A'] ir |£B| = |£B’|. Reikia jrodyti, kad AABC ~ AA'B'C’. Ant
spindulio R4 g randame tokij taska B, kad |A’B| = |AB|. Tiesés, einancios per taska
B ir lygiagreéios atkarpai B'C’, susikirtimo su spinduliu R4/¢ taska pazymime C.
(17 paveikslélis vaizduoja atveji kai |AB| < |A’B’|). Kadangi lygiagreciyjy tiesiy
atitinkamieji kampai lygus, tai |ZA’BC| = |£B’|. Tadiau pagal prielaida, |/B’| =
|£B|. Todél
|/A’BC| = |/B|.

Kadangi pagal prielaida [£A’| = |[ZA|, tai AA'BC = AABC remiantis KkK tri-
kampiy kongruentumo pozymiu. Raide F' pazymékime kongruencija, kurios déka
F(ANA'BC) = AABC. Tegul D yra dilatacija, kurios centru yra A’, o koeficientas
r apibréztas lygybe |A’B’| = r|A’B|. Todél D(B') = B, o D yra saspudis. Kadangi
BC||B'C’, tai, remiantis 4 teorema, D(C’) = C. Todél D(AA'B'C') = ANA'BC.
Sukonstravome panasuma FoD, kuris veikia taip:

(FOD)(AA’B’C’) = F(D(AA'B'C")) = F(AA'BC) = AABC.
6 teoremos jrodymas baigtas. O

Kitas atvirkstinis 5 teoremai teiginys yra dar vienas trikampio panasumo pozymis.

7 teorema [kKk trikampiy panaSumo pozymis|. Tarkime, kad du trikampiai ABC ir
A'B'C" susije taip, kad |LA| = |LA'| ir

|AB|  |AC|

4B AT

Tada NABC ~ NA'B'C'.

Sios teoremos jrodymas panasus ankstesnés teoremos jrodymui, todél jj praleidzia-
me.

9 Kvadratiniy funkcijy grafikai
Funkcija f: R — R vadinama kvadratine, jei, su kuriuo nors konstanty trejetu a # 0,

bir ¢, jos reikimés f(z) = ax? + bx + ¢ visiems argumentams z € R. Apibudinsime
kvadratinés funkcijos grafika {(z, f(z)): « € R}.
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G

3\ 7

\ /

18 pav. Parabolé G.

Plokstumoje laisvai pasirinkime taska A ir tiese¢ L. Geometriné vieta tasky, kurie
vienodu atstumu nutole nuo tasko A ir tiesés L vadinama parabole. Taskas A vadi-
namas parabolés zZidiniu, o tiesé L — direktrise. Pav. 18 eskize pavaizduota parabolés
dalis G ir jos taskas P € G. Pagal parabolés apibrézima, |PA| = |PC], ¢ia C taskas
gaunamas bréziant vertikale i$ tasko P | tiese L. IS tasko A bréziant vertikale i tiese
L, ji parabole kerta taske O ir ties¢ L kerta taske B. Taskas O vadinamas parabolés
G virsune. Pagal parabolés apibrézima, |AB| = 2|AO|.

8 teorema. Kvadratinés funkcijos grafikas yra parabolé.

Sios teoremos jrodyma galima rasti mokytojo knygoje [9, 259 p.]. Jos atskiras atve-
jis yra jrodytas metodinéje priemonéje [7]. Musu vadovéliuose apie dviejy aibiu lygy-
bés fakta paprastai neuzsimenama, kvadratinés funkcijos grafikas tiesiog pavadinamas
parabole.

Tegul a € R\ {0} yra kvadratinés funkcijos f koeficientas. Transformaciju at-
zvilgiu apibudinant kvadratinés funkcijos f grafikg naudinga apibrézti dvi pagalbines
funkcijas f, ir hg:

fa: R — R su reikémémis f,(r) = az? kiekvienam z € R,

ir

he: R — R su reik§mémis h,(z) = a(z — p)? + ¢ kiekvienam z € R,
¢ia p € Rir ¢ € R. Priminsime, kad funkcija f: X — R yra lygi funkcijai g: Y — R,
rasoma f = g, jei X =Y ir f(z) = g(z) kiekvienam = € X =Y. Funkciju lygybeés
samprata jgalina teigti, kad kvadratiné funkcija f = f,, kaib=c=0. Kaip=¢ =0,
tai f, = h,. PrieSingu atveju funkcijos grafikas h, yra kongruentus funkcijos f,
grafikui. Tiksliau teisingas sekantis teiginys.

9 teorema. Tegul a # 0, p # 0 ir ¢ # 0. Funkcijos h, grafikas yra kongruentus
funkcijos fo grafikui atzvilgiu transformacijos T(xz,y) = (z + p,y + q) su kiekvienu
plokstumos tasku (x,y) € R2.

Funkcijy f, ir h, grafikus pazymékime raidémis F, ir H,, atitinkamai. Grafika
F, sudaro visos sutvarkytos poros (r,az?) kiekvienam realiajam skai¢iui z, o grafika
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Ha

P=(z+p.az’+q)

19 pav. Paraboliy postumis.

H, sudaro visos sutvarkytos poros (x,a(z — p)? + q) kiekvienam realiajam skai¢iui z.
Abu grafikai pavaizduoti 19 pav. kai a > 0.
Reikia jrodyti, kad T'(F,) = H,. Aibiy lygybei jrodyti pakanka jrodyti Siuos du
poaibiy sarysius
T(F,) CH, ir H,CT(F,).
Pirma, jrodysime, kad T'(F,) C H,. Tegul P € T(F,). Tai reiskia, kad P = T'(x, ax?)
su kazkuriuo z € R. Naudodami transformacijos 7T iSraiska, gauname lygybes

P =T(z,az®) = (z + p,az® + q)
= ((z +p),al(z +p) —p)* +4q)
= (u,a(u—p) +4q),

kai u =2 + p € R. Tai rodo, kad P = (u, he(u)). Irodéme, kad P € H,.
Antra, jrodysime, kad H, C T(F,). Tegul P € H,. Taireiskia, kad P = (z, hy(x))
su kazkuriuo x € R. Naudodami transformacijos 7T iSraiska, gauname lygybe

P=(z,a(z —p)’+q) = ((z—p) +palz—p)?>+q)
=T(z —p,a(z — p)?)
=T (v, av?),

kai v = x — p € R. Kadangi (v,av?) € F,, tai P € T(F,). Lygybés T(F,) = H,
irodymas baigtas.

Savo ruoztu, kai a # 1, funkcijos f, grafikas yra panasus j funkcijos f; grafika.
Tiksliau teisingas sekantis teiginys.

10 teorema. Tegul a # 0 ir a # 1. Dilatacija D su centru taske (0,0) ir koeficientu a
atvaizduoja funkcijos f, grafikq § funkcijos f1 grafikq.

Irodymas. Atveju a > 0 parodysime, kad dilatacija D su centru taske (0,0) ir ko-
eficientu a atvaizduoja funkcijos f, grafika F, i funkcijos f; grafika F}. Kiekvieng
taska (z,y) € R?, D atvaizduoja i (ax,ay). Irodysime, kad D(F,) = Fy. Tam tikslui
pakanka jrodyti, kad

D(F,)CF, ir Fy C D(F,).
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Sarysio D(F,) C Fy jirodymui tarkime, kad P € D(F,). Tada P = D(z,ax?) su
kuriuo nors x € R ir, tesdami lygybe toliau, gauname

P = (az,a’z?) = ((az), (az)?) € F.

Sarysis D(F,) C F; teisingas. Atvirkséiai, tegul P € Fy. Tada P = (t,t?) su kuriuo
nors t € R. Tesdami lygybe toliau, gauname

P (ot ts) - p(al2)).

2
Kadangi Q = (%,a(%) ) € F, ir P = D(Q), tai P € D(F,). Irodéme lygybe
D(F,) = Fy atveju a > 0.

Dabar tarkime, kad funkcijos f, parametras a < 0. Tegul A yra atspindys z-
asies atzvilgiu ir F_, yra funkcijos f_,:  — (—a)x?, z € R, grafikas. Aigku, kad
A(F,) = F_, ir (—a) > 0. Taigi F_, yra vir§ z-y aSies. Pagal anksciau jrodyta
dalj, dilatacija D’ su centru (0,0) ir koeficientu (—a) atvaizduoja F_, i F1. Todél
kompozicija D'oA atvaizduoja F, | F} atvejua <0. O

Kadangi figury panasumo sarysis yra tranzityvus ir bet kuriy dviejy kvadratiniy
funkcijy grafikai yra panasus j funkcijos f; grafika, tai teisingas sekancios isvados
teiginys.

1 iSvada. Visy kvadratiniy funkcijy grafikai yra panasus vienas j kitq.

10 Aksiomos ir apibrézimai

Apibrézimai suteikia varda jau egzistuojantiems matematiniams objektams. Kai kurie
geometriniai objektai jvardijami tuo metu, kai daroma prielaida apie ju egzistavima.
Tokios prielaidos ir apibrézimai formuluoajami siame skyriuje.

Hilberto aksiomatika gristoje geometrijoje terminai taskas, tiesé, priklausomumas,
tarp ir kongruencija apibréziami formuluojant ju savybes aksiomomis. Tolesnis, daz-
nai akivaizdziy, geometrijos fakty jrodinéjimas remiantis nuoseklia aksiomy sistema
reikalauja nuobodaus ir ilgo darbo, nesuteikian¢io mokiniui motyvacijos. Geometrijos
mokymasis jrodinéjant kiekviena formaliai nauja teiginj klaséje néra tinkamas peda-
gogine prasme. Be to, jis reikalauja laiko, kurio klaséje néra. Sekant [14] ir [12], Siame
skyriuje nesilaikoma nuoseklios Hilberto aksiomatikos. Su tasko, tiesés ir plokstumos
savokomis mokiniai gali buti supazindinami neformaliai ir intuityviai:

Tiesé turi maziausiai du taskus ir kiekviena tiesé yra plokstumos poaibis.
Plokstumoje yra maziausiai viena tiesé ir esant duotam tiesiy baigtiniam
rinkiniui yra bent vienas taskas plokStumoje nepriklausantis nei vienai is
ty tiesiy.

Norint jrodyti geometrijos faktus bei perteikti geometrinés sistemos loginj nuosek-
luma ir hierarchine struktura formuluojamos astuonios prielaidos, kurias vadiname
aksiomomis. Jos néra nei minimalus aksiomy rinkinys reikalingas visiems teiginiams
irodyti, nei nepriklausomos. Aksiomas suformulavo Hung-Hsi Wu ir jy pagalba jrodé
visus tradiciSkai mokyklinéje geometrijoje sutinkamus faktus [14] ir [12].
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Toliau formuluojamos aksiomos A1-A8, kurios naudojamos jrodyti geometrijos
objekty savybes.

(A1) Per du skirtingus taskus eina vienintelé tiesé.

Siame teiginyje svarbi nurodytos tiesés vienatis.
Dvi tiesés vadinamos lygiagreciomis, jei jos neturi bendro tasko. Kitas teiginys
yra Al aksiomos rezultatas.

1 lema. Dwi skirtingos tiesés arba yra lygiagrecios, arba turi lygiai vieng bendrg taskq.

Naudojant aibiy terminologija, pastaraja lema galima performuluoti taip: dvi skir-
tingos tiesés arba nesikerta, arba juy sankirta sudaro lygiai vienas taskas. Lieka svar-
bus klausimas: kada dvi skirtingos tiesés kertasi ir kada jos nesikerta? ] §j klausima
nejmanoma atsakyti kitaip, kaip darant prielaida.

(A2) (Lygiagretumo aksioma) Duotiems tiesei L ir jai nepriklausanciam
taskui P, per taska P eina ne daugiau kaip viena tiesé lygiagreti L.

Turédami du taskus A ir B per juos galime nubrézti tiese remdamiesi Al aksioma.
Si tiesé zymima Lap ir vadinama taskus A ir B jungiancia tiese. Norint apibrézti
tiesés atkarpg AB, reikalingi taskai esantys ,tarp A ir B“. Siai savokai apibrézti
galima naudoti kita prielaida.

(A3) Kiekviena tiese galima paversti skaiciy tiese ir bet kuriuos du jos
taskus galima padaryti skaiciy tiesés 0 ir 1, atitinkamai.

Sioje aksiomoje terminas ,skai¢iy tiese” reiskia (geometrine) tiese, kurioje pasi-
rinktas, 0 pazymeétas, taskas ir j desine nuo jo kitas pasirinktas, 1 pazymeétas, taskas.

4 4
1 1

0 1

Akademingje matematikoje sis objektas vadinamas ,,realigja tiese®.

Remiantis A3 aksioma, ties¢je Lap pasirenkant bet kuriuos du taskus P ir @,
galima juos padaryti skaiciy tiesés 0 ir 1, atitinkamai, ir tuo budu paversti Lap
skai¢iy tiese. Tada, pagal apibrézima, taskas C yra tarp A ir B (angl. between A
and B), jei C yra tieséje L ap ir, Sios skaiiy tiesés atZvilgiu, teisinga arba A < C' < B
arba B < C' < A. Simboliais tai zymima AxC*B. Sis x apibrézimas remiantis skai¢iy
tiesés struktura yra korektiskas (zr. [14, 167 ir 168 pp.])

Dabar esame pasiruose apibrézti atkarpa. Tiesés atkarpa arba tiesiog atkarpa
jungiancia taskus A ir B vadinama visy tasky esanciy tarp A ir B kartu su padiais
taskais A ir B aibé. Skaiciy tieséje atkarpa yra tai, kas vadinama wZdaru apréztu
intervalu. Taskus A ir B jungianti atkarpa zymima AB. Kadangi savokoje ,tarp
A ir B* taskai A ir B yra simetriski, tai AB = BA. Tagkai A ir B atkarpoje AB
vadinami jos galais.

Daugiakampis.

2 apibrézimas. Tegul naturalusis skai¢ius n > 3. n-kampis yra geometriné figura plok-
stumoje, kurig sudaro n skirtingy tasky A, As, ..., A, vienoje plokstumoje ir n at-
karpy A1 Ao, AsAs, ..., A, Ay taip, kad
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() nei viena is ty atkarpy nesikerta nei su viena kita kitaip negu bendrais
galais kaip nurodyta, t.y. A;As kertasi su Ay Az taske As ir t.t. bet
néra kity sankirty.

(7i) bet kurie trys nuosekliai sudaryti tagkai néra kolinearus:

A15A27A3; A27A3aA4; B AnflAnAL

Taskai A1, Ao, ..., A, vadinami $io n-kampio virsunémis, o atkarpos A; As, AsAs, ...,
A, Ay vadinamos $io n-kampio krastinémis arba briaunomis. Daugiakampiu (angl.
polygon) vadinamas n-kampis su kuriuo nors n > 3.

Daugiakampis su n = 3 vadinamas trikampiu.
Aksioma A3 jgalina nurodyti daugiau tiesés plokstumoje savybiy. Be to, naudo-
sime iskilumo savoka.

3 apibrézimas. Plokstumos figira R vadinama iskilaja, jei bet kuriems jai priklausan-
tiems taskams A ir B atkarpa AB pilnai priklauso figurai R.

Kita lema jrodyta [14, 173 p.].

2 lema [Tiesés skyrimas]. Taskas O tieséje L skiria jq § du netuscius poaibius, L™ dir L™
vadinamus tasko O pustiesémis. Pustiesés Lt ir L™ turi Sias dvi savybes:

(i) Tiesé L yra nesikertanciy aibiy L™, L™ ir {O} sqjunga, o pustiesés
LT ir L™ yra iskilos aibés.

(i1) Jei du taskai A ir B esantys tieséje L priklauso skirtingoms pustie-
séms, tai taskas O priklauso atkarpai AB.

Tiesés tasko O ir vienos i$ to tasko pustiesiy sajunga sudaro aibe vadinama spin-
duliu. Taigi tiesés taskas O apibrézia du spindulius, iSeinancius i$ tasko O. Bet kuris
tasko O pustiesés taskas A vienareikSmiskai nusako spindulj, Zymima Ropa ir vadi-
nama spinduliv is O j A. Taskas O vadinamas spindulio Roa virsune. Jei O yra
tarp A ir B, tai spinduliai Rp4 ir Rop turi viena bendra virSune O ir yra vadinami
priesingais spinduliais.

(A4) (Plokstumos skyrimas) Tiesé L plokStumoje skiria ja i du netuséius
poaibius, H' ir H~, vadinamus tiesés L pusploksumémis. Pusplokstumés
HT ir H~ turi Sias dvi savybes:

(i) PlokStuma yra nesikertanciy aibiy H*, H~ ir L sajunga, o pusploks-
tumés HT ir H™ yra igkilos aibés.
(#4) Jei du taskai A ir B esantys plokstumoje priklauso skirtingoms pus-
plokStumeéms, tai atkarpa AB kerta tiese L.
Kampas Placiau apie kampo apibrézima ziurék [14, 181 p.]
4 apibrézimas. Pagal A4 aksioma, tiesé L skiria plokstuma j dvi pusplokstumes. Uz

daraja pusplokstume vadinama vienos i$ pusplokStumiy ir tiesés L sajunga.
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5 apibrézimas. Tegul taskai A, O, B néra vienoje tieséje (néra kolinearus). Tegul
Roa ir Rop yra du spinduliai su bendra virsune O. Siais spinduliais apibréztu iski-
liuoju kampu vadiname uzdarosios pusplokstumeés Lo 4, kuriai priklauso taskas B, ir
uzdarosios pusplokstumés Lop, kuriai priklauso taskas A, sankirtg.

Iskilasis kampas vienareiksmiskai nusakomas trimis nekolineariais taskais ir viena
i$ ju pasirinkus busima virsune.

Kai kuriuose vadovéliuose kampg sudaro tik spinduliai. Sritis tarp spinduliy néra
priskiriama kampui (Zr., pavyzdziui, [4, 187 p.]). Tokiu atveju kampo dydzio mata-
vimas yra konceptualiai problemiskas.

6 apibrézimas. Esant teisingoms 5 apibrézties prielaidoms kampu vadiname spindu-
liais Rp 4 ir Rop apibrézta iskilaji kampg ir Zymime jj simboliu ZAOB. Spinduliy
Roa ir Rop sajunga su kampo ZAOB papildymu vadinama neiskiliuoju kampu ir
Zymime ji (tuo paciu) simboliu ZAOB. Spinduliai Rpa ir Rop vadinami kampo
ZAOB krastinémis, o tagkas O vadinamas kampo ZAOB virsune.

Kaip ¢ia apibrézta kampu laikoma viena i§ dvieju sric¢iuy (iskiloji arba neiskilo-
ji) ribojama dviem spinduliais ir bendra virSune ir kiekvienas kampas apima abu
spindulius. Jei néra pasakyta priesingai, tai iskiloji sritis vadinama kampu ir Zzymima
simboliu ZAOB. Jei norima kalbéti apie neiskilajj kampa, tai apie tai reikia pareiksti.

7 apibrézimas. Tegul taskai A, O, B yra vienoje tieséje (yra kolinearus). Jei A ir B
yra skirtingose tasko O puseése, tai iStiestiniu kampu ZAOB vadinama bet kuri uz-
daroji pusplokstumé L 4p, taskas O vadinamas iStiestinio kampo virStne. Jei A ir B
yra tame pacCiame spindulyje iSeinanciame iS tasko O, tai Roa = Ropg, spindulys
Ro 4 vadinamas nuliniu kampu, o visa plokstuma vadinama pilnuoju kampu atzvilgiu
Roa.

Atstumas plokstumoje ir atkarpos ilgis Sios savokos susijusios su matavimy
tema. Jy problemiskuma aiskina H.H.-Wu ¢ia [14, 183 p.]. Klausimas: Kas yra at-
karpos ilgis? Atrodyty i sj klausima atsako A3 aksioma, nes, pratese atkarpa iki tieses,
galime ja paversti skaicCiy tiese. Atkarpos ilgis skaiciy ties¢je yra galus atitinkanciy
skaiciy skirtumo modulis. Toks ilgio apibrézimas daro ji priklausomu nuo vienetinés
atkarpos pasirinkimo skaiciy tieséje.

D 1)
c E’ B’
A B

20 pav. Atkarpos ilgio apibréZzimas.

Kitaip paaiskinsime atkarpos ilgio apibrézimo problemiskuma. Tarkime, kad apa-
tingje ir virSutinéje tiesése esanciy atkarpy AB ir DFE ilgiai lygus vienam. Inuityviai
kalbant, apatine tiese pastumus ant vidurinés tiesés, taskas A sutaps su C, o taskas B
sutaps su B’. Kadangi atkarpos stumimas neturéty keisti jos ilgio (apie tai kalbama
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A7 aksiomoje), atkarpos C'B’ ilgis taip pat turéty buti lygus vienam. Analogiskai
virsutine tiese pastumus Zemyn ant vidurinés tiesés, taskas D sutaps su C, o taskas F
sutaps su E’. PanaS$iai, kadangi atkarpos stumimas neturéty keisti jos ilgio, atkarpos
C'E’ ilgis taip pat turéty buti lygus vienam. Akivaizdu, kad atkarpy CB’ ir CE’ ilgiai
negali buti kartu lygus vienam, turime priestaravima.

Sekancia aksioma daroma prielaida, kad atstuma ir atkarpos ilgj galima apibrézti
iSvengiant minéty priestaravimuy.

(A5) Bet kuriems dviems plokstumos taskams A ir B galima priskirti
skaiCiy d(A, B), vadinama atstumu tarp A ir B, kuriam teisinga

(i) d(A,B) = d(B,A) ir d(A,B) > 0. Be to, d(A, B) > 0 tada ir tik
tada, kai A # B.

(¢4) Turint spindulj, kurio virsuné yra O ir turint teigiama skaiciy r, ant
spindulio egzistuoja vienintelis taskas B toks, kad atstumas d(O, B) = r.

(#i1) Tegul O ir A yra tokie du taskai tieséje L, kad d(O, A) = 1, tegul O
ir A yra 0 ir 1 skai¢iy tieséje L. Tada bet kuriems dviem taskams P
ir Q tieséje L, atstumas d(P, Q) yra lygus atkarpos PQ ilgiui |PQ)|
skaiciy tieséje L.

(iv) Jei A, B, C yra kolinearus taskai, o C yra tarp A ir B, tai

d(A,B) =d(A,C)+d(C, B).

Pagal (i) turime, kad bet kuriam duotam skaiciui r ir plok§tumos taskui O yra
daugybé tasky A nutolusiy nuo O atstumu r, vienas taskas A kiekvienam spinduliui
iSeinanciam i§ O. Be (i4) neturéty prasmeés (iii), nes buty neaisku kodél ties¢je L
turéty egzistuoti toks taskas A, kad d(O, A) = 1. Tokiu atveju (iii) savybés esmeé
tame, kad atstumas tarp tiesés tasky ir atitinkamas ilgis skaic¢iuojamas pagal skaiciy
tiese sutampa. Atkarpos [P, @] ilgis skaiciy tieséje Zymimas |PQ)| ir apskai¢iuojamas
|P—Q)|, ¢ia P ir Q zymi taskus atitinkandius skaicius, o |x| Zymi skaiciaus = absoliucia
reiksme.

Kampo dydis laipsniais Kita aksioma apibrézia kampo laipsnio savoka. Kampo
dydis yra savybé apibudinanti kampo uzimamos srities plokstumoje diduma. Pagal 5
ir 6 apibrézimus, Si sritis gali buti iSkiloji arba ne iskiloji. Konkreciai trys nekolinearts
taskai A, O ir B apibrézia du spindulius Rp4 ir Rop su bendra virsune O. Tada
ZAOB yra arba uzdarosios pusplokstumés Lo 4, kuriai priklauso taskas B ir uzda-
rosios pusplokstumeés Lo g, kuriai priklauso taskas A, sankirta (tai iskilasis kampas),
arba Sios sankirtos papildymas plokStumoje kartu su spinduliais Rp4 ir Rop (tai ne
iskilasis kampas).

Toliau apibréziama gretutinio kampo savoka. Sakome, kad du kampai ZAOC' ir
ZCOB su bendra krastine Rpoc yra gretutiniais atzvilgiu kampo ZAOB, jei C pri-
klauso ZAOB (kaip plokstumos sri¢iai; pabrésime, kad ZAOB gali buti tiek iskilasis,
tiek ir ne igkilasis kampas), o ZAOC ir ZCOB yra ZAOB poaibiai. Pavyzdziui, jei
ZAOB yra iskilasis kampas, tai 21 piesinio kairé¢je pavaizduotas ZAOC yra iskilasis
kampas (uzbruksniuota sritis), o desinéje puséje yra ne iskilasis kampas (paZymeétas
lanku).
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A A
B B
21 pav. Igkiliojo kampo atvejis.

Kita vertus, jei ZAOB néra iskilasis kampas, tai 22 pieSinio kairéje pavaizduotas
LAOC yra iskilasis kampas (uzbruksniuota sritis), o deSinéje puséje yra ne iskilasis
kampas (pazymeétas lanku).

, R )
0
B B

22 pav. Ne i8kiliojo kampo atvejis.

Gretutiniai kampai ZAOC ir ZCOB (atzvilgiu ZAOB) yra atkarpy AC ir CB
(kai C yra tarp A irB) analogai tarp kampu.

(A6) Kiekvienam kampui ZAOB galima priskirti skaiciy |ZAOB], vadi-
nama jo laipsniu, kuriam teisinga.

(1) 0 <|ZLAOB| < 360°, ¢ia ° yra laipsniy simbolis.

(#4) Duotiems spinduliui Rop ir tokiam skai¢iui z, kad 0 < x < 360 ir
x #* 180, tarkime yra pasirinkta tiesés Lop viena i$ dviejy uzdary
pusplokstumiy. Tada yra vienintelis spindulys Rp 4 gulintis pasirink-
toje tiesés Lop uZdaroje pusplokstumeéje toks, kad |ZAOB| = z°,
¢la LAOB zymi iskilag kampa, jei x < 180°, ir neiskila kampa, jei
x > 180°.

(791) |[LAOB| = 0° tada ir tik tada, kai ZAOB yra nulinis kampas;
|ZAOB| = 180° tada ir tik tada, kai ZAOB yra iStiestinis kampas;
|ZAOB| = 360° tada ir tik tada, kai ZAOB yra pilnasis kampas.

(iv) Jei kampai ZAOC ir ZCOB yra gretutiniai atzvilgiu kampo ZAOB,
tai
|ZAOC| + |£COB| = |£LAOBI.

Déka (7) teiginio pastarojoje aksiomoje, bet kurio laipsniy skai¢iaus dydzio kampo
egzistavimas sekancioje aksiomoje garantuoja bet kurio laipsniy skaiciaus posukio
aplink taska egzistavima.

Anksciau padarytos prielaidos apie pagrindines izometrijos yra apjungiamos se-
kancia aksioma.
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(A7) Pagrindinés izometrijos (posukis, atspindys ir postumis) turi Sias
savybes:

(i) Pagrindine izometrija tiesé atvaizduojama j tiese, spindulys atvaiz-
duojamas j spindulj ir atkarpa atvaizduojama j atkarpa.

(#4) Pagrindine izometrija iSsaugomi atkarpy ilgiai ir kampy dydziai.

Galiausiai paskutiné aksioma reikalinga plokstumos geometrijai. Sia aksioma ga-
lima buty jrodyti naudojant A4 aksioma, bet tai per daug sudétinga mokyklinei ma-
tematikai (zr. [14, 250 p.]).

(A8) Turint iskilaji kampa AOB, kiekvienam taskui C' esanéiam ZAOB
ir nelygiam O, spindulys Ro¢ kerta atkarpa AB.

11 Diskusija ir iSvados

Penktos klasés vadovéliy turiniai geometriniy transformacijy atzvilgiu yra parasyti
pagal 2022 m. programos nuostatas. Sias programos nuostatas atitinka ir 1991 m.
vadovelis [1, 103, 267 ir 272 pp.]. Bet matematiniu pagristumo grieztumu Siy vado-
veéliy turiniai transformacijy tema skiriasi. ISvada: kaip jgyvendinamos programos
nuostatos priklauso nuo vadovéliy autoriy poziuriy j tuos pacius klausimus ir jy ma-
tematinés kvalifikacijos. Tikétina, kad busimi kity klasiy vadovéliai isleisti skirtingy
leidykly gali skirtingai interpretuoti kitas programos nuostatas. Sis straipsnis siiilo
aksiomy sistema pagrista mokyklinés geometrijos mokymo ir mokymosi trajektorija.

Palyginsime kvadratinés funkcijos tema pagal matematikos programa, kaip si te-
ma atskleidziama [3, 8 ciklas] vadovélyje ir kas apie kvadratinés funkcijos grafika
teigiama Sio straipsnio 9 skyrelyje. Pagal 2022 m. patvirtinta matematikos programa,
kvadratiné funkcija nagrinéjama 9 (I gimnazijos) klaséje. Ten rasoma:

Sprendziami uzdaviniai, kai realaus gyvenimo situacijoms tyrinéti ir mo-
deliuoti — eksperimento duomenims apraSyti — taikomos (pasitelkiamos)
funkcijos. <...> ISnagrinéjus kvadratine funkcija aprasomus eksperimento
duomenis, jvedama kvadratiné[s] funkcijos y = az? + bz + ¢, kai a # 0,
savoka, braizomi jos grafiko (parabolés) eskizai. Tyrinéjama, kaip pa-
rabolés padétis priklauso nuo a ir D = b? — 4ac reikémiy. Naudojantis
skaitmeninémis priemonémis, tyrinéjama, kaip, taikant transformacijas,
<...> i§ funkcijos y = 22 grafiko gauti funkcijos y = a(x —m)? +n grafika.
Sprendziami uzdaviniai, kuriuose jvairios realaus pasaulio situacijos yra
modeliuojamos funkcijomis: <...>, y = ax? + bz + ¢, y = a(x — m)? + n,
y=(z—x1)(x — x2).

Apzvelgsime kvadratines funkcijos temos nagrinégjima [3, 8 ciklas] vadovélyje. Pir-
ma, bréziami funkcijos y = ax? grafiko eskizai su konkre¢iomis koeficiento a reiksme-
mis [3, 97 p.]. Formuluojamos taisyklés — kuo didesné a reiksmeé, tuo arciau Oy aSies
yra parabolés sakos. Taip pat, parabolés saky kryptis priklauso nuo a zenklo.

Antra, formuluojama taisyklé kaip, remiantis funkcijos f(z) = az?, gauti funkcijos
g(z) = ax®+c grafiky ir kaip istirti $ia funkcija [3, 101 p.]. Biitent, nubraizius parabole
y = ax? paskui jos tagkus paslinkus: ¢ vienety aukstyn, jei ¢ > 0 ir —c vienety zemyn,
jei ¢ < 0.
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Tredia, atsakoma j klausima kaip nubraizyti funkciju f(x) = a(z — m)? ir f(z) =
a(z — z1)(x — o) grafikus ir kaip iStirti Sias funkcijas. [3, 108 p.] formuluojama
taisyklé. Funkcijos f(x) = a(x — m)? grafika galima gauti pirmiausia koordinadiy
plokstumoje nubraizius parabole y = ax?, paskui jos taskus paslinkus: —m vienety j
kaire, kai m < 0, arba m vienety j desing, kai m > 0; n vienety aukstyn, kai n > 0,
arba —n vienety zemyn, kai n < 0.

Ketvirta, atsakoma j klausima kaip nubraizyti funkcijos f(x) = ax?+br+c grafika,
kaip ja istirti, ir kaip parasyti brézinyje pavaizduotos parabolés lygti. Tuo tikslu
formuluojamos naujos taisykles (zr. [3, 118 p.]) ir sprendziami jas iliustruojantys
uzdaviniai.

Penkta, temos nagrinéjimas baigiamas kvadratiniy funkciju savybiy taikymu spren-
dziant gyvenimisko turinio uzdavinius, sprendziant lygciy sistemas grafiskai ir tam
sitiloma naudoti kompiuterine programa ,,Geogebra® [3, 137 p.]).

Viso kvadratinés funkcijos temai skirta 55 puslapiai. IS ju 1-2 puslapiai tenka
apibrézimams ir terminologijai. Likusioje dalyje — taisyklés ir uzdaviniai: 20 uzda-
viniy su sprendimais ir 351 Sabloninis uzdavinys pagal pasiulyta sprendimo pavyzdj.
Nesabloninés — 6 uzduotys, kas sudaro 1, 7% nuo 351 Sabloninés uzduoties. Isvada:
kvadratinés funkcijos temos mokymas vadovélyje grindziamas taisykliy formulavimu
ir jas iliustruojanc¢iy uzdaviniy sprendimu.

Sio straipsnio 9 skyriuje jrodytos dvi teoremos, 10 ir 9 teoremos apie kvadratinés
funkcijos grafikus. Jos identifikuoja GT, kuriy pagalba i§ funkcijos y = x? grafiko
gaunamas funkcijos y = a(z — m)? + n grafikas, kaip gal biit numatyta programoje.
Tai dilatacijos ir lygiagretaus postumio kompozicija. Isvada: GT grista geometrija
igalina kvadratinés funkcijos tema tyrinéti pasitelkiant matematinj samprotavima.

Pastarosios iSvados apie kvadratinés funkcijos temos traktavima vadovélyje ir Sia-
me straipsnyje yra labai skirtingos. Tuo paciu abu traktavimai dera su matematikos
programos formulavimu dél kvadratinés funkcijos tyrimais. IS to iSplaukia jau anks-
¢iau formuluota isvada. Programos reikalavimai turiniui vienareikSmiskai neapibrézia
turinio vadovéliuose ir turinio, kuris gali buti jgyvendinamas klaséje. Galimi skirtumai
yra ypac jautris teiginiy formuluotéms, kai jie jrodinéjami.

Klausimas, kaip siiloma matematiniu samprotavimu grista mokykliné matemati-
ka jtakoja mokiniy pasiekimus nagrinétas menkai. Kai kurie tokiuy tyrimy rezultatai
aptariami H.-H. Wu straipsnyje [11, 56 p.]. Lietuvoje pirmaeiliu uzdaviniu yra mate-
matikos mokytojuy supazindinimas su samprotavimu grindziama mokykline matema-
tika.

Apibendrinant, galima teigti, kad programa be vadovéliy ir kitos mokomosios
medziagos negali buti traktuojama kaip uzbaigtas mokyklinés matematikos turinio
atnaujinimo procesas. Prie§ programos atnaujinima turéty buti parengtos ir tarpu-
savyje suderintos pagrindiniy mokyklinés matematikos temy mokymosi trajektorijos.
Programos, vadovéliai ir mokytojy kompetencijy atnaujinimas turéty vykti po to, kai
sutariama dél mokymosi trajektorijy Be Siame straipsnyje apzvelgtos Hung-Hsi Wu
parengtos transformacijomis gristos geometrijos temos mokymosi trajektorijos yra ki-
tu svarbiy tyrimy apzvalgy ta pacia tema, pavyzdziui, [2].
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SUMMARY

Geometric transformations in school geometry

R. Norvaisa

The study delves into the learning progression for school geometry based on transformations proposed
by Hung-Hsi Wu. Plane transformations — translations, reflections, rotations, and dilations — are
considered. Criteria for the triangle congruence and for triangle similarity, as well as the properties
of the graphs of a quadratic function, are proved with their help. Axioms of school geometry used
to justify the system of concepts are formulated. The study was motivated by the geometry topic
presented in the mathematics curriculum as of 2022 and in the textbooks published.
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