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Adaptuotas formalus Kolmogorovo—Cepmeno lygciu
sistemos sprendimo algoritmas

Z. Navickas (KTU)

1. Apra3ant eiliy sistemy modelius arba sprendZiant jvairius mechanikos uzda-
vinius, tenka spresti taip vadinamas Kolmogorovo-Cepmeno diferencialiniy lygciu
sistemas, pvz.

Po(t) = uip1(t) — Aopo(t); 0
Pr(t) = pnt1Pns1(t) = (o + An) pu(t) + An_1 pa_i(t), n €N.
Cia koeficientai Hn > 0, kain € Nbei A, > 0, kai n € Zy, yra duoti, o pn(t),t >0,
kai n € Z, ieSkomos funkcijos.
Jeigu ieSkomas funkcijas p,(r) suradysime i seka

(o), P1(0), ...) L (pae); n € Zo) & 5oy,

tuomet simboliu p(¢)* Zymésime gautos sekos p(t) transponavima j stulpelj. Tarki-
me A yra (1) sistemos matrica, sudaryta i§ begalinio stulpeliy bei eilu&iy skai&iaus ir
turinti (3iuo atveju) tik tris nenulines jstriZaines. Tada (1) lygéiy sistemos sprendinys
uZraSomas taip:

+00 Lk

(Pa(); n € Zo)" = (Z ,’c—, A") (ca0; 1 € Zo)*, @

k=0

Cia seka (c,; n € Zo) yra uZrasyta pradiniy salygu visuma, t.y. p,(0) = cyo, n € Zyo.

Apskritai tarus, (1) sistemai spresti yra sudaryti ir kitokie sprendimo algoritmai,
taCiau jie, kaip taisyklé, yra gana nepatogis realizuoti kompiuteriu. Siame darbe pa-
sitllysime kiek kitokj formaly algoritma, apibendrinantj (2) sary§j ir labiau tinkama
realizuoti Siuolaikinémis skai¢iavimo priemonémis [3]. Tuo pa&iu pademonstruosime
formalaus skai¢iavimo metodika.

Trumpumo ir paprastumo délei apsiribosime tik (1) lygéiy sistemos sprendimu,
kurj, reikalui esant, galima nesunkiai apibendrinti.

2. Siuo tikslu pateiksime formaliyju tiesiniy erdviy ir tiesiniy operatoriy, vei-
kianCiy jose, bei algebry konstrukcijas.

_ def. " . .. -
Struktira p(t) = Z;':g ant", Cia a, € R, ot - algebriné sudaromoji, vadinsi-

me formaligja eilute, nes konvergavimas nenagrinéjamas. Eilugiy sudeéties, daugy-
bos (Kosi prasme) bei daugybos i§ skaliaro (realaus skai&iaus) operacijos atliekamos
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iprastine prasme. (Pastebésime, kad savo darbuose formaligsias eilutes jau naudojo
L. Oileris, o §iuo metu O. V. Viskovas [1], M. M. Postnikovas [2] ir kt.).

Kadangi, formaliosiose eilutése nenaudojama ribos savoka, tai, $iuo atveju, ga-
lima sudeti (sudauginti) tik baigtinj skai¢iy démenu (daugikliy). Taigi sakysime,
kad sumuojame ir dauginame formaliai. Kitaip tariant, galioja formalaus sumavimo

(daugybos) principas.

Tarkime F & { ,j:gakt"; ar € R}. Tuomet formaliyjy eilu€iy aibé F su

sudéties ir daugybos i¥ skaliaro operacijomis sudarys tiesing erdve — algebring struk-
tira (F; +|R). Jeigu prie gautos struktiiros, prijungsime formaliujy eilu¢iy daugybos
operacija, tai gausime komutatyvia, asociatyvia algebra (F; +, ¢|R) su vienetiniu
elementu — formaliaja eilute p(¢t) = 1.

Toliau apibréSime algebrines operacijas su sekomis, t.y. sudétj ir daugyba:
(Pa(): 1 € Zo) + (qa(t); 1 € Zo) = (pat) + gn(0); 1 € Zo),

(Pa(®); 1 € Zo) - (gn(t); 1 € Zo) S (palt) - an(0); 1 € Zo),

¢ (pa(®): n € Zo) E (xpa(t); n € Zo),

Cia py(t), ga(r) € F, 0 c € R. Jeigu formaliujy eiludiy seky aibg paZymeésime simbo-
liu P, tai gausime seky tiesing erdve (P; + | R) ir seku komutatyviaja, asociatyviaja
algebra (P; +, @ | R) su vienetiniu elementu — seka (1, 1, 1,...).

Be to, sukonstruosime du, taip vadinamus, postiimio operatorius:
a) postiimio ,,kairén” operatoriy <:

< (P, pi(0), -..) E (P10, p2(0), ...) F (pas1 () m € Zo),

b) postimio “desinén” operatoriy:

= (po®), p1(®),...) E (0, po(), p1(2), - -.) = (Pn-1(1); 1 € Zo).
Cia p_,(t) = 0, kai n € N.

Toliau tiesinéje erdvéje (P; +|R) bei algebroje (P; +, o|R) nusakysime tiesinius
operatorius A: P — P, t.y.

A(c1p(t) + 24 (1)) = 1 Ap(r) + c2A4 (). 3)

(Cia ir kitur simbolis ,,P — P” reiskia ,,P vaizduoja i P”).
Tarkime, kad tokioje struktiiroje

+00 +00
ZCk(pnk(t); n ey = (qunk(t); ne Zo)

galima formaliaj sumuoti, esant bet kuriems skaliarams ¢; € R, t.y. toliau sakysime,
kad seky suma formaliai sumuojama.
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1 pavyzdys. Sakysime, kad
aot, 2
er. i
Pui() =Y a
—

tai struktiroje

+00

+00  +o0 .
ch(pnk(f)§ n e ZO) = (ch Za’(li)t‘; neZn)
k=0 k=0 j=k

+00 J

5 (St ) o)

k=0 \ j=0

sumuojame formaliai.

Tiesinj operatoriy A vadinsime formaliuoju, jeigu bet kurios formaliai sumuoja-
mos seky sumos atvaizdis taip pat yra formaliai sumuojama seky suma.

Savaime suprantama, kad, neturint konvergavimo savokos, teturi prasme tik for-
malieji operatoriai.

Sudarysime diferencijavimo D ir integravimo L operatorius, kurie formalias ei-
lutes pertvarko taip:

+o00 def +00 +00 +00 ax
DZaktk 2 kaptt!, LY aqit = et
2t =) 2 =

Tada sutarsime, kad

D(pa(t); n € Zo) = (Dpa(t); n € Zo), L(pa(t); n € Zo) & (Lpa(e); n € Zo).

Jeigu pareikalausime, kad operatoriai <-, —, D ir L tenkinty (3) salyga, tai jie
taps formaliaisiais operatoriais. Operatoriai < ir — yra komutatyviis su operatoriais
Dir L, o, beto, DL = 1. Cia operatoriy sandaugos bei sudéties operacijas suprasime
iprasta klasikine prasme, o 1 - vienetinis operatorius.

Pastebésime, kad formalieji operatoriai (o taip pat, skyrium imant, <, —, D bei
L) turi daug jvairiy savybiy, taiau ¢ia be jrodymo, pavyzdZiui, pateiksime tik viena
teorema.

TEOREMA 1. Bet kokj formalyjj operatoriy A: P — P galima isreiksti

+00 +00 +00 400

A= ZZZ* Z*a,(_l;'l)Ll —>kpr .
=0 k=0 r=0 j=0

v k.l
Ciaa,; € R.

(Zvaigzduté prie sumos Zenklo parodo, kad, sumuojant pagal nurodyta indeksa,
tik baigtinis skaiGius koeficienty a'**" to indekso atZvilgiu yra nelygts nuliui, kai kiti,

rj
. . . def. . Lo .
tuo tarpu, indeksai yra fiksuoti. Be to, B® =" 1, kai B bet koks tiesinis operatorius).
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3. Apibrésime (Ao, Ag, .. .) &t A (0, w1, a2, - -2 def. . Tada (1) lyggiy sistema
galima uZraSyti sekancia operatorine lygtimi

Dp@t) =< ip(t) = (h+ WP+ — Ap(1), 4)

jeigu laikysime, kad dvi sekos arba dvi eilutés yra lygios, kai ju atitinkami elementai
yra tarpusavyje lygis.

Pastebésime, kad visos ank$¢iau uZradytos ,.konstrukcijos” panaudotos uZrasant
(4) sary§j. Tai parodo ty konstrukcijy sudarymo tikslinguma.

Operatoriaus A e iLe “1A+R) e+ — Xe veikima suprasime taip
Ap(t) =« ip®) — A+ RPN+ — Xp().
Tada A|: P — P ir yra formalusis. Be to, (4) lygti galime uZradyti:
(D—Ay)p()=0.

. Nesigilindami j operatoriy D ir A, jvairius sarySius, parodysime, kad egzistuoja
taip vadinamas operatorius — geometreé:

400
gLA) L 14+ Ak,
k=1

t. y., g(LAy): P — P ir yra formalusis (bet kokia formaliy eiludiy seka atvaizduoja
1 formaliy eilugiy seka, nepaZeisdamas formalaus sumavimo principo).
I8 tikryju:

LAI +2'0a tk. B +oo- ‘. 3 +00 .
wt' s nelyg)l =L Zankt,nelo = Zankt,nelo.

k=r k=r k=r+1

Todél

+00 +00
(LAl)'"<Za,(,2)t"; ne Zo) = ( aPtk ne Zo).
k=0 k=m

Taigi
+00 +00 k .
g(LAl)(Za,(l(,)c)t"; ne Zo) = (Z (Zafjj)t"; ne Zo).
k=0 k=0 Jj=0

2 pavyzdys. Tiesinis operatorius — geometré g(DA) néra formalusis operatorius,
"ef, pequm atveju, juo vaizduojant formaliy eiluéiy seka, | formaliy eiluciy seka yra
pazeidZiamas formalaus sumavimo principas.

Teisinga lygybé: (g(LA))~! =1 — LA, nes atliekant pertvarkymus

(1—LA)g(LA) = g(LA)(1—LA))
=1+LA + (LAY +-- = (LA) = (LAY = =1,

NepazeidZiamas formalus sumavimo principas.



78 Z. Navickas

TEOREMA 2. Seky aibéje

(D—ANg(LA) =D. (5)

{rodymas. AnalogiSkai, kaip ir anks¢iau, galimi pertvarkymai:

(D—AD(1+ LA + (LAD* +--)
=D+ A +A(LA)+ - —A —A(LA) —---=D.

1 ISVADA. IS (5) iSplaukia, kad (D — Ay)g(LA))L = 1.

2 ISVADA. (4) operatorinés lygties, o tuo paciu ir (1) lygéiy sistemos sprendinj
(pn(t); n € Zp) galime uZrayti taip:

k

+00
(Pn(®); n € Zo) = g(LA(cao; 1 € Zo) = (chk oine zo). (6)
k=0 -

I3vados teisingumas iplaukia i$ (5) ir lygybés D(cno; n € Zo) = (0,0, ...). Be
to, p,,(O) = Cpo-
Toliau i§ (6) sary§io gauname rekurentine i$raiska:

(cnk+1; n€Zo) = A\(cnk; n € Zy), k€. @)

3 ISVADA. I§ (2) ir (6) sarySiy

+00 tk 1
((Z X Ak) (cno; n € Zo)l) = g(LAy)(cno; n € Zy).

k=0

Nesunkiai (6) ir (7) galime realizuoti kompiuteriu, sudarydami simboliniy arba
skaitmeniniy skai¢iavimy programa. Nors kompiuteriu visy koeficienty {c,«; n € Zo)
surasti negalima, taCiau randame jy baigtinj skai¢iu, naudodami kur kas mazesnj arit-
metiniy operacijy skai¢iy, lyginant su (2) sprendinio radimo algoritmu.

Be to, (6) lygybé gali biti sékmingai panaudota atliekant ir kai kuriuos teorinius
(1) lyg¢iy sistemos sprendiniy tyrimus.

Baigdami pastebésime, kad sprendZiant konkregias diferencialines lygtis arba to-
kiu lyg€iy sistemas, tikslinga sudaryti specialias tiesines erdves bei algebras ir jose
apibréZti specifinius tiesinius operatorius, sudarant optimalias (techniniy skai¢iavimu
poZitriu) rekurentines israiSkas koeficientams (pvz. (7)).
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An adaptive formal algorithm for solving systems of Kolmogorov—Chapmen equations
Z. Navickas (KUT)

An algorithm presented in the paper is oriented for computer realization.



