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Les mouvements dans 1’espace des éléments linéaires a
connexion linéaire

A. P. Urbonas (VPU)

La notion de la connexion linéaire est mentionnée dans les travaux de E. Cartan.
Plus tard, nous la trouvons chez B. Laptev [2]. Remarquons qu’en cas général la
connexion linéaire ne permet pas de construire une différentiation invariante. La
connexion linéaire dans les espaces des éléments d’appui a été introduite et étudiée
dans [1] par V. Bliznikas. Ici, on a introduit en méme temps deux connexions -
linéaire et affine. Tout de méme V.Bliznikas a étudié plus largement la connexion
affine génerale et la théorie de courvature est construite a 1’aide de cette connexion.

Nous avons trouvé qu’il y a au moins deux cas — I’espace des éléments hiper-
planiques [3] et I’espace des éléments linéaires — quand il est possible d’introduire une
seule connexion linéaire et de construire la diférentiation covariante. Sur cette base
nous formons la théorie de courvature. Cela nous permettra d’étudier les mouvements
dans les espaces des éléments linéaires et de trouver les conditions nécessaires et suff-
isantes pour que I’espace admette le groupe de mouvements ayant r de parametres.
En s’appuyant sur cette base nous pouvons étudier les mouvements de I’espace plus
profondément, par exemple, déterminer la mobilité maximale, les lacunes ect.

1. ESPACE L, DES ELEMENTS LINEAIRES

Soit V, une variété différentielle de la dimension n (un espace de base). A chaque
point (x') de V, nous pouvons associer un vecteur (/) (objet d’appui). Un élément
(x', I¥)est appelé élément d’appui. Désignons I’ensemble des éléments d’appui par
L, et appelons — le espace des éléments linéaires. Les transformations admissibles
des coordonnées dans L, sont:

= flaf ek =gk,

- (1
"= fhr.

Ici et dans la suite nous posons:

PO R e
k= oxk K= gxkaxt
i 9g'(x") ;9% (xn)

Be= Toxk 0 BM T Rigal

Tous les indices prennent les valeurs 1,2,3,...,n.
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L’espace cotengent vectoriel T au point (x', I¥) de I’espace L, a le répére naturel
{dx', di¥).

THEOREME. Soit I’; (x,1) un objet différentiel- géométrique dans l’espace L,:

i D) = flal] (e 0 — flell’. 2)
Ainsi, il existe dans 'espace T une forme

© =dii + Tidx* telle que ©' = f{©*.

L affirmation réciproque est aussi vraie. La démonstration ne présente pas de
difficulté. L’ objet F’ (x,1) est dit objet de la connexion linéaire. En ce cas I’espace
L, est nommé I’ espace a connexion linéaire.

Considérons une fonction scalaire f(x,l) en L,. Le différentiel de f(x,I)

s’exprime:
of df af
df (x, (a T azsr")d +8l‘®'

Les expressions —-L,; d,, Fk et —,{\- sont appellées les dérivées de Pfaff de la

premiére et de la deuxneme sorte. Désignons — les de facon suivante:

9 9
als ® Ik’

Nous voyons que la dérivée de deuxieme sorte coincide avec la dérivée partielle
bar rapport a I’objet d’appui. Il en résulte, que ces dérivées de deuxieéme ordre sont
Symétriques.

En alternant les dérivées de la premiére sorte (deuxieéme ordre) nous trouvons:

23[k3 f= f: ]k'

3{:8;(—— k=

. 3
Le tenseur R!, est appelé tenseur de courvature de la connexion linéaire.
THEOREME. L’objet
.o
ik = 3k 4

fait Uobjer de connexion daffine dans L,.

Nous ommetrons la démonstration qui est facile.
aintenant nous pouvons définir les dérivées covariantes des champs tensoriels.
ar exemple, nous définissons la dérivée covariante par rapport a x* pour le champ
hi(x, 1) de la manidre suivante:

Vih = ok — B U7 + hITY, — B TD
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La dérivée covariante par rapport a I* coincide avec la dérivée partielle par rapport
alk,
En alternant les dérivées covariantes de deuxieéme ordre, nous trouvons

2V Vihy = hf;.R,?,.k — hiR}; + h;’,,R,",( +2V,h Q2. (5)
R = 2(3y; oy + Thins Ty + rf,,‘|.\-|ri1z)» (0)

) 1 X ,
i = 5 (i = Tky) M

Rfjk est appelé tenseur de courvature de la connexion affine; SZ’,'.k — tenseur de
torsion. ‘

Les fonctions I';(x,!) sont homogenes d’ordre 1 par rapport aux variables du
i

deuxiéme groupe. Donc, F-kl" = Fj. (cela découle de (4)). Remarquons qu’il existe

i
la relation entre les tenseurs de courvature R}, et R;;, suivante:

Rj'k-l = R;jk‘ @)

L’egalité (8) nous montre que le tenseur de courvature R;k joue le role principale
dans la théorie de I’espace L.
Pour les recherches, qui vont suivre, exigerons d’une identité de Ricci, a savoir:

ViRl + ViR), + ViR], = 2R} Q) + 2R}, Q) + 2R}, Q. @

2. MOUVEMENTS DANS L’ESPACE L,

On dit, qu’une transformation infinitésimale de base x' = x' + v’ (x)8z est un
mouvement de L, 3 connexion linéaire si et seulement si v’ (x) sont les solutions des
équations différentielles aux dérivées partielles

LT} =0, (10)
i
ou L — symbole de la dérivée de Lie par rapport au vecteur vi(x).
v
Le systeme (10) peut étre mis sous la forme explicite:
L Il =v'8,T) — 9’1} + 9, T, + T} 8,17 +8;v'I' = 0. an
En remplacant dans le dernier systtme les dérivées partielles par les dérivées
covariantes nous avons:

LT = V'R + 20"V, Q17 +2V,v' Q17 + V;V'I' = 0. (12)
Vv )

sp

Cette forme est commode pour la différentiation covariante, parce que tous les
membres sont tenseurs.
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Dérivons le systtme (12) de maniére covariante par rapport a x* et alternons les
indices k et j:

2Vik LTy = Viv* Ry — Vjv' Ry + 4V Vi, 1P + 20" ViRl ) + 40 VeV Q4,17

Ry
+ 4V Vv QL7 + 4V 0 Vg Q1T + 2V V) V'L = 0.
En utilisant (9), (12) nous présentons dernier systéme sous la forme:
' 5 i ' i i ol ‘
2V LTy = v* (Vi Ry; + 2R}, Q) + 2R, + 2R} Q07 + 2RI Q)
— VU R), + Viv' Ry + Viv' Ry + Ry Vpv'IP =0,
ol bien, en termes de la dérivée de Lie,

LR;; =0. (13)
v

Les calculs montrent que les différentiations de Lie et différentiations covariantes

Par rapport & I* sont permutables pour les tenseurs et des objects I'%, T, si on a (10).
Il en résulte: S

(e r;).k = IJ(F}"‘) =0, (14)
(s74) =)= 13
En vertu de (14) et des propriétés de la dérivée de Lie nous déduisons:
LS, =0. (16)
Posons
vi = Vv (17

©t considérons v', v! en tant que n? + n des fonctions inconnues dans les équations
différentielles (12) et (17).

. (I;gs conditions d’intégrabilité de (12) (premiére série) sont les équations (13), (15)
e ).

Trouvons les conditions d’intégrabilité des équations (17). Dérivons ces équations

qe la maniére covariante par rapport 2 x¥ et en déduisant le résultat de permutation
J etk nous obtiendrons:

(s ) re+ (zot) o7+ (1) e LR =o

Fette €galité nous montre que les conditions d’intégrabilité de (17) sont incorporées
a celles de (10).
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Nous obtiendrons les autres séries d’intégrabilité de (10) en dérivant successive-
ment par rapport a x' et [¥ de la maniére covariante sous le signe de la dérivée de
Lie les équations (13), (15) et (16).

En utilisant la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles et les
proprietées de la dérivée de Lie on déduit que si les conditions des intégrabilitées
de (10) contiennent ¢ relations indépendantes, alors les solutions v’ (x) contiennent
r = n® + n — q de parametres. Ces solutions définissent le groupe des mouvements
G,.

En résumant le raisonnement précédent, nous pouvons formuler le theoreme.

THEOREME. Les mouvements dans !’espace a connexion linéaire T sont déter-
minés par le systeme des équations différentielles (10) dont les conditions d’inté-
grabilité sont (13), (15), (16) et toutes les autres obtenues de celles-ci en dérivant
jusqu’ a la série I’'ordre N par rapport a x! et I¥ de la maniére covariante sous le
signe de la dérivée de Lie. Si les équations d’intégrabilité contiennent q relations
indépendantes et la série N + 1 ne fait pas augmenter le nombre q, alors l'espace
L, admet le groupe des mouvements G,, our =n>+n —q.
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Judesiai tiesinés sieties tiesiniy elementy erdvéje
A. P. Urbonas

Tiriami tiesiniy elementy erdvés su tiesine sietimi judesiai (automorfizmai). [rodoma, kad $ioje
erdvéje tiesine sietis [1] yra fundamentalus objektas leidZiantis apibréZti invariantinj diferencijavima
ir i§vystyti visa kreivumo teorija, jrodyti kreivumo objektus siejan€ias tapatybes. Naudojant Li ir
kovariantinio diferencijavimo aparata pavyko surasti biitingsias bei pakankamasias salygas, kad
tiesiniy elementy erdvé su tiesine sietimi turéty judesiy grupe G,. Tikimés, kad remiantis $iuo
darbu ateityje pavyks nustatyti minéty erdviy maksimaly judruma bei surasti lakunas judesiy grupiu
eilese.



