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Sveikaskaitiniy daugianariy ir jy sandaugy sumuy
apskaiciavimo formuliy iSvedimo algoritmizavimas

A. Sukys (VU)

Sudarant objekty bei procesy matematinius modelius, egzistuojandiy désningumy
suradimas ir jy matematinis isreiSkimas reikalauja nemazai i§radingumo.

Kartais, i§vedant formules, naudinga pasitelkti algebros aparata, kuris leidZia be-
veik automatigkai ,,iSgaudyti* ne visada lengvai pastebimus désningumus, nenagriné-
Jant sudeétingy priezastiniy rysiu.

PavyzdZiui, noredami i§vesti formule, iSreiSkian&ia léktuvo keliamosios jégos F
priklausomybe nuo jo greicio v, sparny ploto S bei oro tankio o, mes gana pagristai
galime priimti hipoteze, jog F turéty biiti proporcinga sandaugai v*SPgY, kur «, B,
Y - kol kas neapibréZti laipsniy rodikliai. Atsizvelgdami | dydzZiy F, v, S ir ¢ di-
mensijas, gauname lygybe <58 = ()" - (cm?)P - (-£5)”, i& kurios i$plaukia lygtys:
®+28 -3y =1, =2, y = 1. Jas isprende, gauname formule F = CpSv?,
kur C - proporcingumo koeficientas, priklausantis nuo léktuvo formos ir nustatomas
bandymais aerodinaminiame vamzdyje.

Toks formulés i§vedimo biidas yra Zymiai paprastesnis negu klasikinis, besire-
Miantig energijos tvarumo ir dujy dinamikos désniais.

. Siame straipsnyje, naudojantis algebros metodais, algoritmizuojamas sveikaskaiti-
"4 daugianariy ir jy sandaugy sumy apskaitiavimo formuliy i§vedimas. Sudétingos
formuleg gaunamos Zymiai papras¢iau negu jos i§vedamos kai kuriuose vadovéliuo-
Se, ir jy iSvedima, naudojantis paketu MAPLE, galima net automatizuoti. Studentai,
SUpaZindinti su metodu, sugeba patys i§vesti kai kurias formules, ir tokiu bidu su-
taupomag paskaity laikas.

1.

TEOREMA 1. Visiems sveikaskaitiniams n > 0 ir k > 0 egzistuoja tokie afk),
’eP’lklausantys nuo n ir galintys priklausyti tik nuo k, kad sveikaskaitiné funkcija

fn k) = Yio ik bary tapati daugianariui Y X2} a®ni,
i=0 i tap g j=0*j

Irodysime §ig teorema,
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1.1.
n—1 k o o
fn, k)= Z] —Z(n—-z) —ZZ("I)"C):”I(—"""
/ i=0 j=0
| (n
n-l o n—1 k o
= Z [nk + Z(_l)jclink—lil] — nk+l + ZZ(_])jCl{nk—_/i] )
i=0 i=1 i=0 j=I

Formuleé (1) — ne aukstesnio negu k + 1 laipsnio daugianaris Z"f& ,(k) j

1.2.

n—1 n—1 k

fn—1,k) = Z; —Z [ =1 =] =33 (=1icn— )il . @

i= i=0 j=0

Formule (2) galima gauti i§ formulés (1), pakeiiant n | n — 1, todél formulés
f(n, k) = Z"f&a(k)nf ir f(n—1,k) = Zki(l,a(k) (n — 1)/ turi tuos pacius koefici-
entus a]( ). I5 &ia i§plaukia, jog a® nepriklauso nuo n, nes panasias i§vadas galima
padaryti ir pory f(n + 1,k), f(n, k) bei f(n—1,k), f(n —2,k) ir t.t. atzvilgiu.

1.3. Kadangi Vn > OVk > 0 {[f(n, k) — f(n — 1,k)] = n*}, tai

k+1
Va>0 Vk>0 13 aP[n/—(-Di]=nt}. 3)
Tuo pasinaudodami, galime rasti a;k) reikSmes, kai j > 0.
1.4.
k+1 K+l j
Z [ (n _ 1)/] ZZ( 1)\‘—-1 (k)C nj s
Jj=0 j=1 s=1

= n*a) Clyy +n*! ( -\ Chy + a,ﬁ")Ck)
+ "k_z(alil-?lczﬂ & Cl+ al(ck)lclg—l) S
+ "k_g( a i Clo +al'Cl - C +a? Ckl—z) +
+n""‘[<—l>' GG+ DT+ 4 Dl Gl ]
[ (=D e Chy + (=Dl 4 (-0

+[=0rafickt + (—1tafck + o+ (=1%aPct].
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1.5. Kadangi tapatybéje (3) abiejose jos pusése koeficientai prie vienoduy Kinta-
mojo n laipsniy turi biiti vienodi, tai gauname lygéiy sistema, leidZiancia apskaiciuoti
a,(-k) reikSmes:

*k) ~1
G 1 Crr =1,
k) ~2 (k) 1 _
-1 Ciy1 +a, C =0,
(k) 3 (k) *k) ~1
ap Copy — 4 Cr + 2, Gy =0,

(k) (k) (k) &) ~1
-\ Cop+a, Gl —a Coi+ 4 2,Ch, =0,

................................................................................

* &)
Z( D™ el Gtz =0,
s=0
Y k L)
Z(—l)k Iﬁ-zl -5 I’c(--:--l1 ) =0.
s=0
1.6. I3 pirmosios lygties gauname: a&), = EZ': = KILT (6)
® _ 4iChy _ 1
1.7. I§ antrosios lygties gauname: a, —LE’I—"'— 3 7
) c2_ 3
1.8. I3 trediosios: a,ﬁk_)l = l(ic_%l_q‘;l =£. (8)
1.9. Analogitkai gauname:
k(k—1)(k—-2)
k k . (k) .
al£)2—0; IE)‘&=— 6! — k4“0v
w _ kke—=1Dk—=2)(k—=3)(k—-4) a® —o
A5 = 76 R ©
g _ Kk k=6 w _,
A7 8130 ’ k—8 ’
a® = k(k—1)---(k —6)(k =T)(k—8) .
a9 = 91132 Ir> > t.t

L.10. Koeficienta a(()k) galima rasti i§ lygybés

Z Z“(k)"' a® 4 Za(k) j (10)

i=0
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kai n = 0, i§ kur iSplaukia:
k+1

k+1
a =0; fk=) a’n; flb=) a¥=1
=1 j=I1

1.11. Mes ne tik jrodéme teoremoje 1 minimy koeficienty egzistavima, bet ir
suradome jy reikSmiy apskaiCiavimo algoritma. Teorema 1 jrodyta.

2.

Naudodamiesi i§vestomis formulémis, galime apskaiiuoti funkcijos f (n, k) reik§mes
jvairiems k.

2.1.
1) = : M, j_ () 2 . m *) 1 1
f(n, )—Zajn =a, n"+a;’; a =ak+]=m=§’
j=1
(1
1 < 1 1 nn+1)
m (k) . . 2 _
4G =4 =5 ;t—in +§n_——2 .
2.2. ,
A E I S ) W 1) 1
fr.2)= Za-( n's e =a, = — =3
i=1 ! k+1
1 ko1
@o_ w_1 —o_ .
a," =aq = E, a”’ =a_, = E = 6’ (12)
- 1, 1 1 nr+1D)@n+1)
23 21
i=ll~3n +2n +6n 3 .
2.3.
f(n, 3) = af)n“ + a§3)n3 + af‘)n2 + ap)n;
1 1 301
_l. »_l. e_2_1 o__w _,.
a, =7 a, —5, a, —1—2—2, a’’ =a_,=0; (13)
-y 1 1 1 n(n+1)72 noo2
3_ta a3 1o _ .
21_Zn +2n +4n _[——_—2 ]__[le]
1= i=
24.
fn,4) = adn® +aPn’ +aPn’ +aPn? + a¥n;
1 1 4 1
@4 _ . @4 _ . @ _ _ b @) .
575 =3 4 Ep=3 e =0
@ _ k) k(k —1)(k —2) 4.3.2 1 (14)
al _ak_?=-— —_ — = ——
’ 6! 720 30

4 5 4 3 3 2
ill =-n +4+-n +-n : n (l’l n n l)
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2.5. AnalogiSkai gauname, jog

no 1, 14 S 1 2(n + 1)?
§:5=_%y+ﬂﬁ+_ﬁ4__m2=flli_LQf+Qn_

6 2 12 12 12

1
= %g—)(6n5+15n4+6n3—6n2——n+1),
- 7 7 1
il = ln8+ ln7+ —n® — —n*+ —n?,

8 2 12 24 12

a_lo 1y 20 15 2. 1
= - n' - — -n’— —n,
PEQP TP TR T35 Tt T3

1),

159

(15)

(16)

a7

(18)

(19)

(20)

TEOREMA 2 Visiems sveikaskaitiniams n > 0 ir k > O sveikaskaitiniy daugiana-
riy Y Aix' suma Y " =0 Sk Aixt, kur A; pastovﬁs koeficientai, 0 x — sveika-
Skaitinis kintamasis, yra tapaciai lygi daugianariui Z =0 B in’, kur B;j nepriklauso
"o n, ta&iau gali priklausyti nuo Ag, Ax—1, Ak-2, - - AL AL Ao bei nuo k ir

8ali bati apskaiciuoti neapibréityjy koeficienty metodu.

Si teorema jrodoma, remiantis teorema 1 ir formulémis f(n, k) =

bei koeficienty a;k) apskai¢iavimo formulémis.

3.1.

n

ZZA iXi = AkZa(k)n’ + Ax—i Zak In_,
x=0i=0
+ A, Za( 'nl + A Za( ‘ni + Ag(n + 1)
=A ai?lnk“ + (A a(k) + Ap- (k_]))n"

+ (Aka + Ag1a®D + Aaa® ,2))

k1
j=0 %

®,

21
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+. +(Aka""+Ak_1a(" Di...1a a(2>+Ala(1))
+ (Akal + Ak_lafk_l) + -+ Aza(z) + Ala(l) + Ao)n + Ap

k k k—1
kur By = Aka,E_z,, By = Aka,E )+ Ak—la;i RS

k k
=3 Aa®, B ZAsaé"’ = Ao+ ) Aal’, Bo= Ap.
s=1

s=j—1
3.2. Koeficienty B; reikSmes galima surasti ir nesinaudojant ka tik i§vesto-
mis formulémis. Jas nesunku apskaiiuoti neapibréZtujy koeficienty metodu, ap-
skai&iuojant sumas S = Y"_, ¥ o Aix bei S = Zk“ Bjn/ taskuose n =
0,1,2,...,k, k41 ir sudarant bei sprendZiant k + 2 tiesimq Iygcm sistemna.
Pailiustruosiu tai pavyzdZiu. Tarkime, jog mums reikia i§vesti sumos Zﬁ=0(3x2+
2x + 4) apskai¢iavimo formule 23_0 Bjn/. Kadangi S§” =4, s(" = 13, s{" = 33,
SV =70, S = By, S = By + By + By + By, S ) _ = 8B3 + 4B, + 2B, + Bo.
S(z) = 27B;3 + 9B, + 3B, + By, tai gauname lygé&iy sistema:
By = 4,
B3+ B;+ B)+By =13,

8B3+4B,+2B;+ By =33,
27B3+9B,+3B1+ By =70,

i kur By = 1;By = 2,5;B) = 5,5;B4 = 4. Todél Y 7_ (3x2 + 2x +4) =
n*+2,5n%45,5n + 4.

4.

I8 formulés 3" _o Y  Aixi = ZHA Bjn/, kai m > n > 0, i$plaukia formulé

m k k+1
DY A =X+:Bj[mj—(n— ]. (22)
x=n j=0 Jj=0

S.

Galima i8vesti formule ir daugianariy sandaugy sumos apskai¢iavimui. Pavyzdiiui,

i Z [(g A;x’) : (;ny-’)]

x=n y=p

=(:‘X+EB, —(n—1)] )-(gE;[ri—(p—l)i]),

23)
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kur koeficientai B; ir E; gali bti rasti, naudojantis neapibréZtyju koeficienty metodu.
Galima naudotis ir antrojo skyrelio formulémis. PavyzdZiui,

n__p n r 2
ZZx2y3 _ (sz) . (Zys) _nn+ 1)6(2"+ 1) .[P(P2+ 1)]

x=0 y=0 x=0 v=0

6.

Galima i§vesti formules ir sudétingesniy sandaugy sumy apskai¢iavimui. PavyzdZiui

B8 ElEe)E) G

Xa=n Xy =Ny Xy=ny i=0 i=0 i=0
1+ . ) ky+1
(Z {—("1—1)’]) (ZB(U)[ — (ny —1)’]) (24)

7.

Cia apragyta formuliy i§vedimo metoda galima taikyti ne tik skai¢iavimo matemati-
koje, pavyzdziui, artutiniuose skai¢iavimuose bei ju paklaidy vertinime, bet ir mate-
matingje statistikoje.

PavyzdZiui, nagrinéjant rangy koreliacijoje naudojama statistika

5= Zn: [rank (x;) — rank ()’i)]2
i=1

ir ifvedant jos matematinio vidurkio § ir dispersijos Dy formules §(n) ir Dy(n), vietoj
gana sudétingy samprotavimy ir skai¢iavimy tas formules galima gauti ,,automatis-
kai*, Kadangi 5 turi turéti ta padia ,.dimensija* kaip ir s, tai s(n) = Z, -0 B(‘)n’
Analogigkai gauname, kad Dy(n) = Z B(D)n’ Tiesioginiais paskalclawmaxs nu-
state, jog 5(0) = 0; 3(1) =0;5Q2)=1; s(3) 4; D;(0) = 0; Ds(1) =0; D,(2) = 1;
D,(3) = 8; D,(4) = X D,(5) = 100 ir i¥sprende dvi tiesines lyg¢iu sistemas su

keturiais ir gesiais nezinomaisiais, surandame B(‘) ir B( D) reiksmes, kurias istate
gauname:

_ n(n®—1) nt(n+ D% -1)
s =2, Dy = - .
»Automatiskai“ gali biiti i§vestos ir eksperty jver¢iy konkordacijos koeficienty bei

eile kity sudétingy formuliy [1, 2].
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Algoritmization of integer polynomials and deduction of formulas for calculations of the
sums of their products

A. Sukys

The article deals with an algorithm of deducing such formulas that make easy their realization by
computer. The formulas deduced can be applied in calculus, algebra, analysis of indefinite sums
and in mathematical statistics.



