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Adaptyvus glodinimo plocio parinkimas pasiskirstymo
tankio statistiniame jvertyje

M. Kavaliauskas (KTU, VDU)

Paskutiniu metu, vystantis kompiuterinei technikai, suintensyvéjo sudétingesniu
statistinés analizés metody plétojimas. Statistinés analizés paketais pradeda naudotis
ne tik matematikai, bet ir kity sri¢iy specialistai: medikai, sociologai, ekonomis-
tai, etc., todél atsiranda automatizuoty procediiry poreikis. Statistinés procediiros
dirban&ios be Zmogaus pagalbos (jvairiy parametry nustatymo ir pan.) yra ypa
reikalingos, jei jos yra sudétingesnio statistinés analizés paketo sudétine dalimi. Sis
darbas yra bandymas gauti pakankamai tiksly ir automatizuota neparametrinj pa-
siskirstymo tankio jvertj, bei istirti jo savybes Monte-Karlo biidu.

Nagrinésime branduolinj pasiskirstymo tankio jverti:
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gia W) = %\0(%), h — branduolio plotis, ¥ (x) — branduolio funkcija, tenkinanti
salyga:

/ Y(x)dx =1. 2)

Siame darbe modeliavimas buvo atliekamas naudojant Jepaniénikovo branduoli:
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Vertinant pasiskirstymo tankio reik$me ta$ke x, natiiralu parinkti glodinimo ploti
atsizvelgiant ne tik i imties tiirj n, bet ir i tankio savybes tasko x aplinkoje. Tu0
badu k = h(x,n). Remsimés asimptotinémis jverdiy savybémis, kai n — oo, # =
h(n) — 0. Nuostoliy funkcija laikysime E( f(x)— f (x))2. Jei apsiribosime iveréia}S
su neneigiamais lyginiais branduoliais, kaip paprastai daroma praktikoje, tai jverci©
poslinkis dukart tolygiai diferencijuojamo tankio atveju lygus:
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kur

o = / Y (y)dy. 3
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Taip pat gerai Zinoma asimptotiné jver&io dispersijos iSraiska:
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I§ Siy formuliy seka, kad jei taske x f”(x) # 0, tai asimptoti§kai optimalus
branduolio plotis h(x, n) yra lygus:

2 f(x) )1/5
h(x,n) = ————— . 8
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Betarpiskai pasinaudoti (8) negalima, nes f(x) ir jos i§vestinés néra Zinomos. Be
to reikia atsizvelgti | galima situacija, kai f”(x) artima nuliui. Todél konstruosime
lvertj tokiu badu:

h = h(x,n): b}(x) + 62(x) —> min. ©)

. ‘Pastaba. Zyméjimu paprastumo sumetimais, tiek optimaly branduolio plotj, tiek
JOvertj Zymésime h tikédamiesi, kad tai nejves painiavos.
Poslinkio ir dispersijos jver&ius nusakykime lygybémis:

2
oty = 22T (10)
kur A(x, h) = f,:'(x), A
%uw=”ﬁ?” (11)

I poslinkio ivertj jeinantis pasiskirstymo tankio antrosios i§vestinés jvertis A(x, h)
randamas tokiu biidu. Pazymékime:

Q(y)=F(x+)’)—F(x—y)—%(F(x+h)—F(x—h))- (12)

Skleisdami pasiskirstymo funkcija Teiloro eilute tasko x aplinkoje gauname:

') — yh?)

Q(y) = 3 +o(yh?). (13)
Todel A (x, ) apibrézkime taip:
A AMy* — yh?) .
A= . L o)
Ax, h): org&xh o) 3 —> min, (14)
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éia Q(y) apibréZiamas (12) lygybe, keiiant F(x) | empiring pasiskirstymo funkcija
F(x).

Tokiu buidu gauto pasiskirstymo tankio jveréio testavimas parodé, kad jj reikia
pataisyti. Norint jvertinti pasiskirstymo tankio antraja iSvestine, reikia imti platesn¢
taSko x aplinka, negu vertinant pacia tankio funkcija. Todél jvertis pataisomas jvedant
papildoma koeficienta ¢ > 1:

cii(x, ch)h?

2 (15)

br(x) =

Pasiskirstymo tankio jvertis apibréZiamas (1), (9), (11), (15) lygybémis buvo tiria-
mas Monte-Karlo biidu. Tyrimui naudojami Gauso skirstiniy miSiniai, nes batent
miSiniy atveju, kai tankio glodumo savybés stipriai skiriasi jvairioms x reik§méms,
efektyvu naudoti branduolio plotj priklausoma nuo x. Be to, neparametrinis Gauso
skirstiniy tankio jvertis reikalingas netgi norint gauti geros kokybés parametrinius
iverlius (Zr. [2]).

Apragytas jvertis buvo lygintas su:

I. Asimptotikai optimaliu pseudojver&iu, kurio parametras  gaunamas analogiskai
kaip ir (8) formuléje, bet jis nepriklauso nuo x:

c 1/5 16)
h= (c%nf(f"(x»wx) ' (

II. Statistiniu jverCiu, kurio & nepriklauso nuo x, bet parenkamas pagal imti,
minimizuojant nuostoliy E || f - f H% jvertj.

III. Adaptyviu pseudojverciu, kurio h optimaliai parenkamas pagal f(x) lokalias
savybes tasko x aplinkoje.

Trumpai apraSysime II ir III statistiky konstrukcijas.

II jvertis. Sis jvertis apraSytas [1].

Apskai¢iuokime jvercio viduting kvadrating paklaida:

i sl = [ Fwas-2 [ fwswar+ [ Fwax o7

Kadangi paskutinis narys nepriklauso nuo jver&io, tai apibrézkime h tokiu biidu:

h: /fz(x)dx - 2/ f(x) f(x) dx — min, (18)
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Cia K (x) yra branduolio ¥(x) sasuka su pa¢iu savimi.
A A 1 < Xi—X;
~ dF,(x) ~ — —). 20
f F) f(x)dx / fEdFn ~ — ’;i;j# w( - ) (20)

Pastebésime, kad démeny su j = i iSmetimas sumaZina poslinki.
Taigi i% (19) ir (20) gauname:

2 v Xi — X, Xi — X K(0) .
5 () () 2 e

i=1 j=i+1

_ Il pseudojvertis. Natiiralu pseudojvertj apibréiti naudojant tikraji poslinki ir
dispersija
h = h(x, n): b3 (x) + g2(x) — min, (22)

taéial{ taip apibréZtas pseudojvertis priklauso ne tik nuo lokaliy tankio savybiy tasko
x aP.lmkoje, bet ir nuo tankio reik§miy daug nutolusiy nuo x. Todél pseudojvertis
modifikuotas tokiu biidu. Kadangi:

1 hy 1 hy z
bu(x) = / ¥ () dy / fx+2)dz = [ v () dy f dz f F1x+ ) du
-1 0 0 0 -z

h h h (23)
= / [ +u)(f (z— Iul)W(z)dz>du "éf/f”(x +u)G(u) du,
~h Ju| ~h
i pseudojvertj h (x) apibrézkime:
h(x): (b3(x))* + 0f (x) — min, (24)
kur
h
bicol = [ 1776+ |G dy. 25)
—h

m fyr imo schema. Tyrimas atliktas Monte-Karlo metodu. Buvo generuojami vien-
a1y Gauso skirstiniy miginiy su Zinomais parametrais imtys. Jy tankis yra:

k
f&) =" pio(x, m;, o). (26)

i=1

Gautoms imtims s

ir ! kai€iuojami auk§&iau minéti pasiskirstymo tankio funkcijos jveréiai
Pseudojvergiaj.

Sie jverdiai lyginami su teorine pasiskirstymo tankio funkcija.
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Ivercio tikslumas vertintas L, L, ir Lo, metrikose:
£ = f | £(0) = f(x)]dx,
er= [ (F - ) a, @

£oo = max | f(x) = f(x)].

Eksperimenty rezultaty lentelé.

Gauso miSiniy sudétis:

1)n=500; py =07, pp=03;m =0,m=3;0,=04,0, = 1;
2) n=2000; py =0.7, p =03, m; =0,my; =3;0, =04, 0, = 1;
3) n=2000; p1 =0.7, p,=03;m; =0,my =6; 06, =04, 0y = 2.

Gauso  Metrika Sitlomas  Asimptotinis  Fiksuoto plog¢io  Optimalus

miSiniai jvertis pseudojvertis  jvertis (II) pseudoijvertis
) (III)

L 0.130268  0.132292 0.093799 0.094259

1 L, 0.065963  0.075425 0.048306 0.049532
Lo 0.095950  0.086234 0.074546 0.051814
L, 0.065705  0.077963 0.059230 0.055269

2 L, 0.033966  0.041728 0.030135 0.029183
Lo 0.037409  0.084537 0.037334 0.035365
L 0.064688  0.100593 0.081787 0.056844

3 L, 0.032094  0.042985 0.032597 0.028600
Lo 0.038153  0.081336 0.040551 0.036456

Preliminariis tyrimo rezultatai rodo, kad siiilomas jvertis duoda maZesnes pak
laidas negu asimptotinis pseudojvertis I, taliau nevisuomet vertina geriau negu ﬁk
suoto plocio jvertis II. I§ pateiktos lentelés matome, kad esant mazam imties kielefL
geresnis yra jvertis II, didesnés imties atveju (antras miSinys) jverio ir fiksuoto ploci©
iver¢io II kokybés yra panaiios, taliau pakeitus miginio forma taip, kad glodumés
ivairiose tankio dalyse dar labiau skirtusi (tre&ias miSinys), geresnius rezultatus duod?
ivertis apibréZiamas (1), (9), (11), (15).

Isvados. 5

Ivertiy palyginamoji analizé parod¢, kad jvertj galima tobulinti. Vienas i3 net’
spresty klausimy yra konstantos ¢ jeinan&ios j (15) iSraiSka parinkimas. Band}’“j,:ll
rodo, kad c turéty biti x funkcija, nes esant maZiems A nepakanka dvigubo ploct’
antrajai pasiskirstymo tankio i§vestiniai jvertinti. Taip pat pastebétas minimum’
apibréZiamo (9) nestabilumas. Esant maZiems & funkcija 5,2, (x) + 67 (x) yra ,,§0|f'
inéjanti”, o pernelyg dideliems A galima rasti kity Sios funkcijos minimumu, t0d
minimumo reikia ieSkoti optimaliai parinktame intervale [Amin; Aimax]. Manoma, k2
ivertis geriau vertins tanki, jei h jvertj lokaliai suglodinsime.
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Iver¢io savybiy i§samesnio tyrimo modeliavimo biidu rezultatai bus pateikti kitame
straipsnyje.
Dekoju prof. R.Rudzkiui uZ pagalba rasant §j straipsni.
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An adaptive choice of smoothing width in statistical estimation of distribution density

M. Kavaliauskas

This article illustrates the adaptive kernel probability density function estimation method, shows
encounted problems, gives solutions and suggestions. The simulation results are discussed.



