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Klasteriy skaitiaus nustatymas panaudojant
neparametrines statistikas

D. Simoliiinas (VDU)

1. [VADAS

Siame darbe nagrinéjamas Gauso skirstiniy miSinio klasifikavimo uzdavinys. Tar-
Ifime, turime g skirtingy klasifikavimo objektuy klasiy, ir kiekviena i$ ju atitinka atsi-
tiktinis d-matis poZymiy vektorius Y; su pasiskirstymo funkcija ®;, 1= 1,...,q,
kurios skirtingoms klaséms nesutampa. Stebimas atsitiktinis dydis (a.d.) X =Y, kur
v ~ diskretus a.d., igyjantis reikSmes 1,...,q su apriorinémis tikimybémis P{v =
i} = pi, Y/, pi = 1. Tuomet a.d. X turés pasiskirstymo funkcija

q
F(x)=)_ pi®i(x). (1
i=1

Gauso miginiy modelyje pasiskirstymo funkcijos ®;(x) yra Gauso pasiskirstymo
fu_"kCljos su vidurkiy vektoriais M; ir kovariacinémis matricomis R;. Pasizyméje ¢;
atitinkamg, pasiskirstymo tanki, turime

P(x) = ox | M;, R)) =

1 1
(J_Z_TF)d(detR~)1/2 exp{ - i(x - M,«)TR,.“(X - M,-)].

l:"agrindinis klasifikavimo uZdavinio tikslas yra stebéjimo rezultaty X, ..., X,
Pagrindu nustatyti objekto su poZzymiy vektoriumi X priklausomybés i-jai klasei,
t=1,...,d, tikimybe. Pazyméje $ias tikimybes 7 (i, x) turime

pigi(x)

n(i,x):P{v:iIX:x}:—f(:i—, i=1,.

g, €3

ku.r ‘f (x) — ad. X pasiskirstymo tankis. Taigi, §ios tikimybés pilnai nusakomos x

re‘ksme ir parametry vektoriumi ® = (p;, M;, Ri,i =1,...,9).

dimV‘enaS i§ biidy jvertinti ias tikimybes yra neZinomu ® komponentiy jverciy ra-
as makmmalaus tikétinumo metodu (MTM) ir taikymas lygybés (2). Praktikoje

cijo lvevr.éio radimu'i dai'niausia taikqmas EM al.goyitmgs ar iYairios jo mod%ﬁka-

llid: .Tamau esan.t fhdelel duomen}l 'dlmensual, §1‘q‘ IV'CI'éIQ .radfmas y.ra su'd‘étmvg.as_

neb vinys. Be to, Jei parametry skai¢ius nedaug skiriasi nuo imties tiirio, tai jverciai
us pakankamai tikslis. Antra, yra Zinoma, kad EM algoritmu gaunami jverCiai,
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kai tikétinumo funkcija sudétinga, konverguoja | MTM jverti, jei jo pradinis priar-
tejimas © parinktas netoli. Taciau, kai d didelis, taip parinkti ®® praktikoje yra
sudétinga (placiau Zr. [1]).

Praktikoje daZnai pasitaiko atveju, kai duomeny projektavimas | maZesnio mata-
vimo poerdvi H C R¢ i§saugo visa statisting informacija apie duomeny klastering
struktiirg. Paprastumo délei, priimsime prielaida, kad EX = 0 ir cov(X, X) = Iu,
kur I; Zymi vieneting d x d matrica. PaZymékime xy vektoriaus x projekcija i H.

Apibrézimas. Tiesinis poerdvis H C R, tenkinantis salyga
n(i,x)=Plv=i|X=x}=Pv=i|Xy=uxy}), VxeR? 3)

ir turintis maZiausia dimensija i§ tokiy poerdviy klasés vadinamas diskriminantine
erdve.

Tegul k = dim H. Jei k < d, vertinamy parametry skaiius gali Zymiai sumazéti.
Be to, jei visy klasiy kovariacinés matricos lygios

Ri=Ry=...=R,, ey

tai H = Span{M,, ..., M,}. Kadangi pM, + ..., p,M, = 0, gauname nelygybf;
k < q — 1 ir daugeliu praktiniy atvejy k = g — 1. Todél §j fakta galima naudoti
neZinomam klasiy skaidiui ¢ vertinti.

2. DISKRIMINANTINES ERDVES CHARAKTERIZACIJA

Nagrinésime lygiy kovariaciniy matricy atveji. Tegul H k-maté — diskrimi-
nantiné erdvé. PaZymésime jos bazinius vektorius u,...,u; € R4, ty. H =
Span(ui, ..., ux). Tegul HL — tiesinis poerdvis, toks kad H* @ H = R?, ty. H*
yra ortogonalus H papildinys iki R?. Pazymeékime &(u) = uT X - vienmatj a.d-
o jo pasiskirstymo funkcija F,. Tegul ®, Zymi atitinkama Gauso pasiskirstymo
funkcija su vidurkiu O ir dispersija |lu]|>. Kaip parodyta [2], jei galioja (4), tai
ueH&F,#d,.

Praktikoje identifikuojant H, natiiralu pradZioje rasti tas kryptis, kurias atitinkan-
gios X projekcijos turi skirstinius, labiausiai nutolusius nuo normaliyjy. Tam jveski-
me atstumg p tarp dviejy vienamaciy pasiskirstymo funkcijy F ir G, p(F, G) > 0,
kai F # G ir p(F, F) = 0. Papildomai reikalausime, kad p reik§més nepriklausytu
nuo F ir G poslinkio ir mastelio parametry. Pvz.,

p(F, G) = max |(F(1) — G(1))].

Galima naudoti ir atstuma tarp atitinkamy tankio funkciju, pvz., p(f, g) = IIf ~
g3/ 1%

Funkcionala Q(u) = p(F,, ®,) vadinsime projektavimo indeksu. Tuomet vekt0-
riai uy, ..., Ui, apibrézti lygybémis

uj = argmax Q(h)
heR (5)

u; = ar| max h), i=2,...,k
! gh:(h,uj)=0,j=l....‘i—] Q(h)
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sudarys diskriminantinés erdvés baz¢. Be to, Yh € HL: Q(h) = 0. Taigi, su pro-
jektavimo indeksy pagalba galima identifikuoti diskriminanting erdve (platiau Sis
klausimas aptartas [2]).

3. DISKRIMINANTINES ERDVES STATISTINIS IDENTIFIKAVIMAS

Praktikoje diskriminanting erdve tenka jvertinti imties pagrindu. Tam apskai-
Ciuojamas projektavimo indekso jvertis Q(u). Kadangi neZinome tikrojo duomeny
projekcijos skirstinio, tenka imti jo statistinj jvertj F,, t.y. Q(u) = p(F,, ®,) ivertina
Fy skirstinio artuma Gauso skirstiniui. _

AiSku, Q(u) > O bet kokiam u € H. Tadiau ir kai h € HL, Q(u) gali biti
nelygu§\ 0, bet artés j 0, kai n — o0. Todél norint jvertinti diskriminantine erdve,
pagal Q(h) reik§me tenka nuspresti ar Q(h) = 0. Tam bitina Zinoti maxuey 1 Q(h)
Pasiskirstymo funkcija, kuria pazymésime G(y). G(y) nepriklauso nuo parametry ©.
Jeivy, ..., vy_y yra ortonormuota bazé¢ H*, tai £(v)), ..., £(v4_n) yra nepriklausomi
Standartiniai Gauso dydZiai. Todél G(y) yra nusakoma pasirinktos atstumo funkcijos
p, erdves H+ dimensijos d — k ir imties tirio n, t.y. konkreCiam atstumui p ir F,
Ivertinimo biidui F, turime

G(y) = Gna—i(y)-

Modeliavimo buidu galima kiek norima tiksliai jvertinti G. Kadangi tikrojo k
neZinome, §j skirstinj tenka jvertinti jvairiems k =0, ...,d — 1. G, j randame taip:
1) generuojame J-maciy Gauso vektoriy n tirio imtis;

2) kiekvienai i3 jy skaitiuojame maxy, Q(h); _
3) Pagal gautus rezultatus randame empiring skirstinio funkcija G, je

4. SPRENDIMU APIE DISKRIMINANTINES ERDVES DIMENSIJA

PRIEMIMAS
Norédami statistiskai jvertinti diskriminanting erdve, turime jvertinti jos bazinius
Yektorius Uy, ..., ux, maksimizuodami Q(u). Kadangi tikrojo k nezinome, ieSkome
ul LECIRI ﬁd:
u) = arg max Q(h)
R =~ . 6
u; = arg max om), i=2,...,d. ©®
hi(h.i;)=0,j=1,...i—1

Todel Q) > Qi) > ... > Qi) > 0.
. Jei Q(aj41) =0ir Q@2 ;) > 0, tai ji laikysime diskriminantinés erdvés dimensijos
1Veréju k. ApraSysime tai detaliau.
18 uZdavinys sprendZiamas, nuosekliai tikrinant hipotezes:

Hy: k=k
0 0 7
H] Ik>k0,k0=0,...,d— 1.
k laikysime maZiausia ko, prie kurio nuling hipotezg (7) priimame. Nuling hipo-

tezg Priimame, jei prie uZsiduoto reik§mingumo lygmens o gauname Q(uk,+1) < ¢,
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kur & apibréZiamas lygybe G, 41, () = 1 — a. Cia 5,,; ra modeliavimo biidu
p . . . () . . . . ‘I y .
gautas empirinis G, ; analogas. Tuomet diskriminantinés erdveés jvertis:

H = Span(uy, ..., dg).

5. TYRIMU REZULTATAI

Praktinuiose tyrimuose buvo tiriamas $iame darbe apraSyto metodo pritaikymas
klasteriy skai&iaus nustatymui. Sis metodas buvo lyginamas su tradiciniu AIC (Akai-
kés informacinis kriterijus) kriterijumi. Projektavimo indeksas buvo apibréztas nau-
dojant atstuma tarp neparametrinio tankio jver&io f, gauto k-kaimyny metodu, ir
Gauso pasiskirstymo tankio metrikoje Li:

Q) = p(fur o) = Il fu — @ullr,

28 e
)= — 1—- = .
o= Z[ fu(x,)]+

t=1

Platiau buvo iSnagrinétas atvejis, kai klasiy skaiCius ¢ = 2, t.y. dimH = 1 i
d = 2 bei d = 3. Parametrus ® buvo stengiamasi parinkti tokius, kad iSryskéty kurio
nors metodo privalumai. I§ gauty rezultaty galima padaryti tokias i§vadas.

1. Duomeny projektavimo metodo efektyvumas auga, kai n — co. Buvo atlie-
kami tyrimai su skirtingais imties tiriais n = 200, 500, 1000. Esant tam tikram ©,
prie n = 200, klasés nebuvo atskirtos, o prie n = 1000 jvertis buvo tikslus.

2. Duomeny projektavimo metodo jverciai tikslesni, jei skirstinys néra simetrinis,
t.y. p1 # p2 #0,5. Simetriniu atveju §io metodo pranaSumai neZymiis.

3. Duomeny projektavimo metodas yra Zymiai tikslesnis, kai p; « p,. Daugeliu
atveju, kai AIC kriterijus nesugebéjo duoti tikslaus jver&io, metodas vis dar tiksliai
vertino klasiy skai¢iy.

LigSioliniai tyrimai kol kas rodo, kad duomeny projektavimo metodas klasiy skai-
Ciui jvertinti gali bti efektyvus. Vienintelis triikumas, kurj $iuo metu jau galima nu-
rodyti, tai dideli skai¢iavimo veiksmy kiekiai ir i§ to sekantis gana ilgas skai&iavimo
laikas.

Noreé€iau padékoti gerbiamam prof. R. Rudzkiui uz visokeriopa pagalba rasant $i
straipsnj.
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A Gaussian mixture model is investigated in this paper. A method for estimation of unknown
number of clusters in the case of equal covariance matrices is discribed. This method is based
on the use of projection pursuit. The rezults of analysis of the method by simulation are shortly
discussed.



