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Tam tikry laiko eilu¢iy modeliy jvertinimas, naudojant
netiesinio maziausiyjy kvadraty uZdavinio metodologija

V. Simonyte, V. Slivinskas (MII)

1. [VADAS

Vienas i§ daZnai naudojamy modeliy signaly apdorojimo srityje, sistemy identifi-
kacijoje bei laiko eiluciy analizéje yra keliy realiyjy sinusoidZiy, stebimy triuk§me.
sumos modelis (Zr., pvz., [3]). Jo pagrindiniai parametrai yra daZniai. Kitas popu-
liarus modelis yra keliy silpstan¢iy eksponenéiy uZtriuk§minta suma (Zr., pvz., [4]
Pagrindiniai tokio modelio parametrai yra gesimo koeficientai. Siy dviejy mode-
liy kombinacija yra uZtriukSminta silpstan¢iy sinusoidZiy suma (Zr., pvz., [5], [6])
Jo pagrindiniai koeficientai yra gesimo koeficientai ir daZniai. Siame darbe mes
nagrinéjame modeliy klase, kuri apibendrina minétyjy trijy modeliy klases. Tai va-
dinamieji kartotiniai eksponentiniai-sinusiniai modeliai. Sios klasés modelis yra api-
bréZiamas kaip keliy kartotiniy silpstan¢iy eksponentiy bei keliy kartotiniy silpstanciu
sinusoidZiy uZtriuk§minta suma. Siame darbe nagrinéjamas Kkartotinio eksponenti-
nio-sinusinio modelio parametry jvertinimo uZdavinys. Straipsnio struktira yra to-
kia: nagrinéjamojo modelio apra§ymas pateikiamas antrajame skyrelyje. Tre&iajame
skyrelyje nagrinéjamas netiesinis maZiausiyjy kvadraty uZdavinys su atsiskirianciais
kintamaisiais. Ketvirtajame skyrelyje parodoma, kad kartotinio eksponentinio-sinu-
sinio modelio parametry jvertinimo uZdavinys gali biiti sprendZiamas kaip netiesinis
maZiausiyjy kvadraty uZdavinys su atsiskirian¢iais kintamaisiais. Problemos, i$ky-
lan¢ios taikant Levenbergo metoda nagrinéjamojo modelio ,,netiesiniy“ parametru
jvertinimui, yra nagrinéjamos penktajame skyrelyje.

2. SIGNALO MODELIS

Siame skyrelyje mes pateikiame signalo modelj. Nagrinéjamos trys modelio for-
mos: skaliariné, vektoriné ir forma, kurioje naudojama vadinamoji baziniy sigﬂalu
matrica.

2.1 Skaliariné forma. Nagrinékime modelj

x(t) =q(t) +e(2), t=0,1,...,N =1,

Cia {e(#)} yra balto Gauso triuk§mo seka, o {g(z)} yra neuZtriuk§minto signal®
reik§miy seka. Tarkime, kad neuZtriuk§mintas signalas g yra L signaly suma

qt) =qi(t)+ ... +qL(), 0
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i§ kuriy pirmieji L, yra kartotinés silpstancios eksponentés, t.y. tokio pavidalo sig-
nalaj

qi(t) = (A + Ap() + ...+ At K17, 2

Gar; <0, Kb 21, ApeR, k=1,...,K; 1 =1,..., Ly, o likusieji L, yra
kartotinés silpstan¢ios sinusoidés

KL1+I
qr,+i(t) = 2! Z Ap+ixt* ™ sin(ort + @r k), (3)
. k=1

Ca gy < 0, Kyt 2 1, Appik € R, o > 0, opx € [-m,7[, k =
Lo Kpws 1=1,...,Ly (L =Ly + Ly).

2.2 Vektoriné forma. Nagrinéjamaji modelj galima uZraSyti tokiu vektoriniu pa-
vidalu:

Xx=q+e
q=q+...+q
Cla
x = (x(0), x(1), ..., x(N — )7,
q = (@O, q),...,q(N—1)7.

Vektoriai e ir q yra apibréZiami analogiSkai.

2.3 Baziniy signaly matrica. Nagrinéjamaji modelj galima pateikti ir pavidalu,
naudojangiu baziniy signaly matrica. Raide ® paZymékime N x (K + ...+ K L+
2(KL1+| + ...+ K)) dydZio matrica, sudaryta i§ dvieju matricy ¢, ir ®;: ¢ =
() @y, ®, yra N x (K; + ...+ K,) matrica su tokiais stulpeliais

[ € € € e 3
¢1 =[dll’ ]2""’dlK|'""dL]l’dL|2’""dLlKL]]’

v

Cla

B = [8y, &, 21 (N=1),~le®W=-DMufT =1, . Kul=1,..., L,

:;I atitinka kartotines silpstan&ias eksponentes. ®; yra N x 2(Kp 41 + ... + K)
atrica
— c 5 4 s
q>2 - [dLl-H.I’ dL]-H.l’ ] dL|+1.KL|+] ’ dL|+|.KLI+| L

C A C §
diy.dpy,....dig, . dig, )

Cia
di|+,_k = [8¢1, €*2! cos wy, k=Pl cos 20y, . . .,
(N — D, 1eW=DM2 cog(N — 1ey]”
k = . ) S ey
ni l.» Ky 45 1 =1,..., L. Vektorius djj, yra apibréZiamas analogiskai (vie-
atil:Felés skirtumas yra tas, kad ,,cos“ reikia pakeisti i ,,sin“, 0 & i 0). Matrica ®,
Inka

kartotines silpstangias sinusoides. ® yra vadinama baziniy signaly matrica.
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Naudojant $iuos paZyméjimus, neuZtriuk§mintos sumos vektoriy q galima parasyti

taip: q = Pa. Cia a yra (K; + ...+ Kr, + 2(K 41 + ... + K1) x 1 dydzio
vektorius a = [ay, a;], kur vektorius a; yra tokio pavidalo:

a = [All’~~~’A]K|7'~'»AL|h "'7AL|K1]T9

o vektorius a, yra toks:

ay = [Ap SInQM1, AMICOSOML, - AMKy SINOMK s AMKy COSOMK s - -
. . T
Apysingpy, Api1cosery, ..., ALk, Singrk,, ALk, cos@Lk, ]
SiaM=1L,+1.

3. NETIESINIAI MAZIAUSIUJU KVADRATY UZDAVINIAI SU
ATSISKIRIANCIAIS KINTAMAISIAIS

Nagrinékime netiesinj modelj
M
f@.0:n) =Y angn®:n),
m=1

&ia {gm(-,-} yra tolydzios funkcijos, a € R”,9 € R¥ (M ir k yra teigiami sveiki
skaiiai), n = 1,..., N. Sj modelj galima paradyti vektoriniu pavidalu f(a, 6)
G@®a. GO = (Gyn(8)) yra N x M matrica su Gpn(6) = gn(@,n), m =
1,...,M, n=1,..., N. Reikia rasti parametry a, 8 reik§mes, kurios minimizuoja
funkcionala

\

N
ra,0) =Y (ya— f(a,0;n)* =y — G©®al?

n=1

gGiay = (y1...., yn)7 yra duomeny vektorius, || - || — Euklido norma: ||x||> = x7x.

Esant matricos G(0) lokaliai pastovaus rango prielaidai, $is uZdavinys yra ekvivalen-
tus funkcionalo

ra(8) = | Pé(g))'llz,

(¢ia PCJ;‘(B) = Iy — G(0)G*(0) yra ortogonalusis projektorius j matricos G(6) stul-
peliy erdvés ortogonalyji papildinj, Iy — vienetiné N x N matrica) minimizavimo
uzdaviniui [1]. Suradus 6 jvertj, kuris minimizuoja r,(9) vektoriaus a jvertis ap°
skai¢iuojamas taip: 4 = G*+(f)y. Taigi kintamieji (parametrai) yra atskiriami
prasme, kad pirmiausia jvertinamas ,,netiesinis* parametras 6 , o po to tiesinis”
parametras a. Tokie jvertinimo uzdaviniai vadinami netiesiniy ma%iausiuju kvadratl
uzdaviniais su atsiskirian¢iais parametrais (Zr., [1, 7]).
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4. [VERTINIMO UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Grizkime prie eksponentinio-sinusinio modelio (1)—(3). Antrame skyrelyje bu-
vo parodyta, kad §io modelio vektorius q yra lygus baziniy signaly matricos &
ir vektoriaus a sandaugai. Todél kartotinio eksponentinio-sinusinio modelio para-
metry jvertinimo uZzdavinys gali biiti formuluojamas kaip optimaliy parametry a ir
=M1, ..., 1Ly, A2 1, @14 - - -, A2 Ly, @L,], minimizuojanciy netiesin funkcionala

r(a,8) = |x — ®(0)al?,

radimo uZdavinys. Kaip tvirtinama 3-ame skyrelyje, esant matricos ®(6) lokaliai
Pastovaus rango prielaidai, Sis uzdavinys yra ekvivalentus parametro 6, minimizuo-
Janio funkcionala

r2(8) = || PeyxI?,

radimo uZzdaviniui (¢ia Py = In—D(PTP)~'®T = Iy—ddT yra ortogonalusis pro-
Jektorius j matricos ® stulpeliy erdvés ortogonalyji papildinj). Tuomet & = o+ (H)x.

5. LEVENBERGO METODO REALIZACIJA
EKSPONENTINIO-SINUSINIO MODELIO ATVEJU

Levenbergo metodas, taikant ji funkcionalo r,(-) minimizavimui, yra parametro
9 pradinio jvertio tikslinimo iteratyvi procedira:

ot =gt — (VT (0HYV O + a ) VT (eHbE), 1=0,1,...

kur V®) = DPé(e)x yra N x k matrica (¢ia D Zymi atvaizdZio FreSé iSvesting),
b(6) = Pé(o x — N x 1 vektorius, Iy — k x k vienetiné matrica (k = L, + 2L;), ¢-
L<’-Venbergo metodo konstanta [-oje iteracijoje (Zr. [1]).

I pirmo #vilgsnio atrodo neaisku, kaip apskaiciuoti V(9) = DP;-(G)X. Pirmiausia
reikia Zinoti, kaip apskaidiuoti DP‘%(O). Darbe [1] irodyta, kad

DPy = —P{D®B — (Py DOB)”,

“a D® yra trimatis tenzorius, sudarytas i§ k(N x n) matricy, kiekvienoje i§ kuriy
Yra matricos & elementy dalinés i§vestinés vienos i§ k parametry vekioriaus 6 kom-
Ponengiy atZvilgiu, o B yra tam tikra simetriné apibendrinta matricos @ atvirk3tiné
(n = Ki+...+ K, +2(Kp,41+ ...+ K1)). Tegu S; yra N x n matrica, kuri lygi
® i¥vestinei parametry vektoriaus 6 i-osios komponentés 6; atzvilgiu. Tuomet D Pg
Yra sudaryta i§ k (N x N) pavidalo

(DPg); = —P3S;B — (P3S:B)T

Matricy. Taigi DPgx yra sudaryta i§ k (N x 1) vektoriy (DPg)x (i = 1,...,n).
adinasi, V(9) yra N x k matrica.

‘ Kaip apskaitiuoti PgS; B? Speciali matricos ; struktiira jgalina Zymiai supapras-

E“mi tokios matricy sandaugos apskai¢iavima. Zemiau pateikiama teorema atskleidzia

8L supaprastinima,.
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TEOREMA. Tegu 1 < i < Ly. Tada N x N matrica PiS;B yra lygi N xn
matricos P¢S p1-0jo stulpelto ir n X N matricos B pj-osios eilutés sandauguai
(pr=Ki+...+K;) Jei Liy+1 < i < L+ L, tai matrica Pd,SB yra lygi
matricos P,§S,~ stulpeliy su indeksais p; — 1 p2 ir matricos B eiluciy su tais paciais
indeksais sandaugai (p» = K1+ ...+ Ky, + 2(Kp, 41 + ... + K))).

[rodymas. Nagrinékime atveji 1 < i < L;. Siuo atveju matrica S; yra lygi
matricos ¢ elementy dalinei i§vestinei i-sios kartotinés silpstancios eksponentés ge-
simo koeficiento A atZzvilgiu. S; matmenys yra tokie patys kaip matricos @, t.y.
N x n. Visi n matricos S; stulpeliai yra lygiis nuliui, i§skyrus stulpelius su indeksais
m +1,m+2,....m+K;, ¢iam = K;+ ...+ K;,_,. Matrica S; turi tokia
struktiirg: S; = [ONxm‘ E OerlL Giari=Kig+...+ KL] +2(KL|+1 +...+Kp).
o E yra tokio pavidalo N x K; matrica

0 0 0
eA P e)' eA
E = 2e%* 2Ki—1g2% 2Ki g2t
(N — lie(N")‘ (N — I)K;“e(N—l)" (N — 1)kie(N—l)A

(kai i = 1, S; neturi pirmojo nulinio bloko, o kaii = Ly, ry = 2(Kp,+1+.- +KL)
E atitinka tokj baziniy signaly matricos N x K; dydZio bloka:

1 0 0
et et e
o2 o2 o Ki—1,20
o (N=DA (N - ]je(N—m (N — I)K;—le(N—l)A

Nesunku matyti, kad pirmieji K;-1 matricos stulpeliai priklauso baziniy signaly mat
ricos stulpeliy erdvei. Todél projektoriaus matricos Py ir bet kurio i3 3iy stulpel'u
sandauga yra lygi nuliniam stulpeliui. Vadinasi, projektoriaus matricos Py ir matri-
cos S; sandauga yra N x n matrica, kurios visi stulpeliai yra lygtis nuliniam stulpeh“'v
i8skyrus stulpelj su indeksu p; = K; + ... + K;. Taigi matricy sandauga PLSi®
yra lygi N x n matricos Po S; p1-ojo stulpcllo ir n x N matricos B p;-osios eilutés
sandaugai.
Atvejis Ly + 1 <i < Ly + L, yra tiriamas analogiSkai.

ISVADOS. Mes nagrinéjome vadinamajj kartotinj eksponentinj-sinu-sinj modell
Buvo parodyta, kad tokio modelio parametry jvertinimo uzdavinys yra ekvivalent
netiesiniam maZiausiyjy kvadraty uZdaviniui su atsiskirianciais kintamaisiais. BY"
vo aptartos problemos, iSkylanlios realizuojant Levenbergo metoda nagrmejam010
modelio ,,netiesiniy parametry jvertinimui, bei gauti kai kurie rezultatai, supﬁpraStl
nantys metodo jgyvendinima §iuo atveju.
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Estimation of some time series models using methodology of a nonlinear least squares
problem

V. Simonyté, V. Slivinskas

We have considered the so-called multiple exponential-sinusoidal model. This model is defined as
a sum of multiple damped exponentials and multiple damped sinusoids in noise. The problem of
estimation of parameters of the model has been addressed. It has been shown that this problem can
be solved as a nonlinear least squares problem whose variables separate. The problems arising in
implementation of Levenberg method for estimation of ,,nonlinear” parameters of the model have
b;en discussed, and some results simplifying implementation of the method in this case have been
obtained.



