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Draudimo nuostoliy visumos skirstiniy aproksimavimas

V. Karpickaité (KTU)

Rizikos teorijos vienas pagrindiniy uZdaviniy yra draudimo polisy portfelio i¥moky
(nuostoliy visumos) skirstiniy suradimas.

Matematinéje rizikos teorijoje yra sprendZiamos dvi problemos: i§moky visumos
skirstinio parinkimas ir skaitinis jvertis pagal aproksimavimo reik§mes. Priklausomai
fuo draudimo matematinio modelio, nuostoliy visumos skirstiniy aproksimavimui
Silloma taikyti ortogonaliuosius polinomus, bei EdZvorto, EsSerio aproksimacijas.

Nagrinéjant kolektyvinés rizikos matematinj modelj trumpalaikiam periodui, kuris
dpraSomas atsitiktinio skai¢iaus N atsitiktiniy dydZiy suma

S=X1+Xa+ -+ Xn;

éif‘ X1, X5, ... yra identiSkai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai, o N, X|, X,, ... — ne-
]Pnklausomi, jos skirstiniy aproksimavimui, tikslinga panaudoti ortogonaliuosius po-
nomus,

Ortogonalieji polinomai 7, (x) su svorio funkcija w(x) [1], tenkina salygas

f m(x)m(x)wx)dx =0, i#k,
R (1)
Cr = fn,fw(x)dx, keN

Tadg tankio funkcija gali biiti ireitkiama eilute
p(x) = Aomo(x)w(x) + Ay (x)w(x) + - - -
‘rba aproksimuojama jos nariais
p(x) & Aogmo(x)w(x) + - - + Ap7tn (x)w(x), (2)
Cia

A = i f m(x)p(x)dx, ke N. 3)
Ci
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Misy nagrinéjamu atveju, standartizuoto atsitiktinio dydzio

S—E(S)
= )
skirstinio aproksimavimui taikysime Ermito polinomus, t.y.
me(x) = H(x) = (=)™ (x)/p(x),
gia p(x) = J—;_;e‘xz/ 2 — normaliojo skirstinio tankio funkcija, o patys polinomai yra

apskaiciuojami, panaudojant rekurentine formule
Hi1(x) = x Hy(x) — kHy—1(x).

Svorio funkcija tada yra w(x) = ¢(x).

I3 iSraiskos (1) akivaizdu, kad C; = k!, 0 i (3) gauname, kad A, = Z—,—% ¢ia

o = /U2, 4k — semiinvariantai, gaunami diferencijuojant momentus generuojancia
funkcija Ms(t), t.y.

k

drk

Sudétinio Puasono skirstinio atveju

e = = In Ms(0)],_, )
Ms(1) = exp (M(Mx (1) — 1)), Q)

sudétinio neigiamo binominio skirstinio atveju

p !’
Mg(t)y=| —P | ()
s® [1 —qu(t)]

Suradus semiinvariantus i3 iSrai$ky (5), (6) ir (7), ir stadius j (2), gausime atsi-
tiktinio dydZio (4), tankio funkcijy iSraiskas:

@)~ — “22/2(1+ I Ha @)+~ o)
H2) =~ —— —=a M 7 Ha(z
\/27; VA 3lo | A4l @
)“/—5' SHS(Z)'*' ﬁn'a" n(Z))
¢iam, = M,((")(O) — atsitiktinio dydZio X pradiniai momentai,
~ l _22/2 ] ] M*
pa(z) = Ee 1+ TW 3(2) + = R ——Hy(z) o
1 “5 1 ur
"[5' *5 HS(Z)+ mn!()’*an(Z) ’
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{la
* d" *
M"=F(lnp In (1 - gMx (1)), ot = K
Toliau nagrinésime EdZvorto aproksimacija. Tuo tikslu funkcija In Mg(¢) skleisi-
me Teiloro eilute, t.y.

InMg(t) = o+ pit + pat> + -+ pnt" + - - -, (10)

Cia u,,, apradyta iSraiska (5).
Kadangi nagrmejamas atsitiktinis dydis Z (4), tai uo = pu; = 0; uy =
(10) seka

1
2

VJ(

2
Mz (t) = exp <E) exp (uat + pat* + -+ pupt" + ).

Dar karta panaudojus funkcijos skleidima Teiloro eilute, tik §i karta funkcijos
exp(uat + pgt® + - - + pat" + - - ), gausime

2
Mz(t) = exp (?) (] + u3t3 + /_1,4t4 TN &

3 44 ... ngo.2
+(M3t b +2' tal ) e (11)
(st + patt + -+ pnt™ + )"
+ — w0
Kadangi
1? 7
eXpP\ 7 =_/ p(x)dx,
—00
1? ?
texp —2- =—/ (p(x)dx
-0
00
2 t2 tx I
t exp(—2-)=/ (X)dx
-0
[o ¢}
t2
t exp( )—-—( l)”/ (")(x)dx,
)

i(miﬁkq (11) pakeisime tankio funkcijos i$raiska

P(2) > (2) — nae® (@) + a9 (2) — s (2) + (m, + 2") ©(z)
(12)

2
— (17 + paua)e " (2) + (Ms + % + mus) ® ().
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Panaudojus Ermito polinomy apibréZima, i8raiSka (12) parasysime taip

1 2
p(2) ~ = e ¥ (1 + u3H3(2) + naHa(2) + pusHs(2)

+ (ns+ % )He(z)+(u7+mu4)H7(z) (13

2!

(Ms + _i_' + Mz/«bs)Hs(z))

Sudétinio Puasono skirstinio atveju, gausime

1 2
~z2)2
i (1 T3

p(2) ~

1 2
+ - (4' 4H4(Z)+2(3')2 8H6(Z)) (4
1
)»x/_(5' s Hs(z )+3,4' 7H7( ))

2

1 mg m
+ﬁ(WH6(Z)+W 8(2)+3'5' 8 8(2))>

Nagrinésime EsSerio aproksimacija.
Pasiskirstymo funkcija

o0

Fx) = / e™dF(y)/M(h) (13

—00

yra vadinama funkcijos F Es$erio transformacija su parametru A.
EsSerio metodo esmé yra parinkti parametra h taip, kad M’'(h)/M(h) = x.
Isdiferencijavus iSrai$ka (15), gausime tankio funkcija

_ " p(x)
px) = TR
i§ Cia
p(x) = e "M (h) p(x), (e

¢ia p(x) — Edzvorto aproksimacijos iSraiSka (12).
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Suintegravus (16), gausime EsSerio aproksimacijos i§raiska:

| = F(x) = M(R) / e 5(y) dy

~ M(h)e (Eo(u) — u3E3(u) + pa E4(u) — usEs(u)

17)
2

2

2
+ (/As + —2‘1 + M3M5)Es(u) ,

tau = hy/Var(S), Ex(u) = [;° e “2¢®(z) dz - EsSerio funkcijos, apskai¢iuojamos
Pagal rekurentine formule

+ (Mo + )E6(u) — (u7 + papa) E7(u)

Ex() = —p*D(0) + uEr_1(w),

kai Eq(u) = e'/2(1 — ®(u)).
Sudetmlo Puasono skirstinio atveju, kai momentus generuojanti funkcija Ms(t) =
Mx (-1 , AM}(h) = x. Es3erio aproksimacija (17) uZraysime taip

1 — F(x) ~ eMMx®=Dohx (Eo(u) - ﬁ3::45:"-(>}22))3/2 - E3(u)
l(%w") ’ 2(3('?2:4(‘}33;»3 E°(“)>
+ ot s + S O 1)
+%(%—'(%%% o 2(4(!1)‘:5)4(;32:))4158(")

M (MY (h

+ 22O Brw)).
3151 (My (h))*

Buvo atlikti skai¢iavimai sudétiniy Puasono ir neigiamo binominio skirstiniy at-

‘Cjais, kaj nuostoliy (iSmoky) sumy skirstiniais buvo parinkti eksponentinis, lognor-
malUS!S ir Pareto, kurie daZniausiai sutinkami draudime.

I$vados.

\kir]' Gramo-Sarlje aproksimacija (8) duoda gerus rezultatus sudétinio Puasono
St"110 atveju, kai A > 10.
2. Edzvorto aproksimacija duoda gerus rezultatus apie vidurines intervalo reik§mes,
" Intervalg galuose rezultatai blogi (ypatingai lognormaliojo skirstinio atveju).
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Approximation methods for distributions of aggregate insurance losses
V. Karpickaité

The distribution of aggregate claims of a portfolio has been a central topic in risk theory. Th
discussion has focussed on two problems: the choice of the distribution and its numerical evalution
by means of an approximation. The paper describes the method of approximation by means of
orthogonal polynomiales, the Edgeworth and the Esscher methods.



