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Beveik nestabiliy AR(p) modeliy ypatumai

N. Kligiené (MII), V. Kligys (LTEI)

Nagrinéjame (X, ¢t € Z} diskre€iojo laiko atsitiktinj procesa, apraSoma baigtinés

lles AR( p) modeliu

a(B)X, =¢, teZ, N

@r B yra poslinkio atgal operatorius BX;, = X,_1, seka {&;, t € Z} yra nepri-
dausomy, vienodai pasiskirs¢iusiy dydZiy seka su vidurkiu E{e } = O ir dispersija

E[Ex} =02
2.
b Polinomas a(z) = 1 —ajz —- - - —apz” neturi $akny vienetinio apskritimo viduje,
litent:
a(z) #0, jeilz] <1 (2)
Proceso {X,} stacionarumo sritis ® C RP apibréZiama kaip parametrya = (ay, .. ., ap)

ﬁibé, kurioje (2) salyga patenkinama. Tokie stacionarieji procesai visapusiSkai iSnag-

il

"éti literatiiroje, pavyzdZiui, Box ir Jenkins [3]. Mes nagrinéjame atveji, kai a

Meja prie stacionarumo srities ribos arba, kai a(z) 3aknys tampa artimos vienetui.

oks procesas vadinamas beveik nestacionariu, o modelis beveik nestabiliu. Jo cha-

"kteringasis polinomas yra a,(z) su koeficientais (@in, @2n, . - ., @pn) ir kiekvienam

t

~

ksuotam n turime nagrinéti procesy {X;,} stacionarigsias sekas, apraSomas:

a,(B)Xyn=¢&, t€eZ, n=12,...,N. 3)

Tegu Rx(t) = E{X;, X4}, T =0, £1, 2, ... yra proceso {X;,}, apraSomo (1) lyg-

Mi, kovariaciné funkcija, tokia, kad egzistuoja jo spektrinio tankio funkcija A x (),
7 < @ < 7. Pazymékime polinomo &(z) = zPa(z™!) = z” —a;z"~'----—a, 3ak-

E‘S 3j ir pastebekime, kad visos |z;] < 1, j =1,2,..., p, dél (2) salygos. Polinomo

"(2) = 2Py, (z-1) $aknis Zymékime Zjn-

Prielaida a,(z) gali turéti viena i§ trijy iSraiSky:

al’(B) = (1 — z1,B)a*(B),
an(B) ={ P (B) = (1 — z2,B)a*(B), 4)
aP(B) = (1 — z32)(1 = zan)™(B),

ur

2=V zg = —em YN, (5)

2 = e—cz/"+iw0, —e3/n—iwy (6)

l4n = €
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Cia a*(2) ir a**(2) yra (p — 1) ir (p — 2) eilés polinomai, neturintys Sakny arti
vienetinio apskritimo ir ju $aknys nepriklauso nuo n.
[veskime Sakny zj, artumo vienetiniam apskritimui mata

S_inil - |Z_,‘,,|, j = 1, 2, 3 (7]
Jei prielaida teisinga, (3) lygtis kitaip gali biiti uZrasyta

1 1
& =
(1-2zuB)a*(B) '~ 1—2z;,B
Xin = ! Y, 9
T (= (23 — 2a0) B+ 123aPB)
kur kiekvienam fiksuotam n, abu procesai {X,,} ir {¥;} yra stacionarieji, su kova-
riacinémis funcijomis Rx(t; §;,), Ry(r) ir spektrinio tankio funkcijomis Ay (w: 5,:1

hy(w). Cia hx(w; 8jn) ir Rx(t; 8;,) yra funkcijos atitinkancios o ')(B) j=12>
Gautos funkcijy hy(w; 8jn), Rx(t;8jx) n € (1,2,3,...,N), j = 1,2, 3 i3raikos
per hy(w) ir Ry(t) bei §j,.

Y., j=1,2 @®)

Xm =

TEOREMA. Jei prielaida teisinga, didéjant n, §;, — 0 ir hx(w; 8;,) artéja i funk-
cijas, turincias ypatingy tasky:

hx (@; 81) —> —hy(w), -7 <o, (10
2
1 I
hx(w; 8n) — ———hy(w), -7 <w<m, (1
4cos? ¢
hx(w; 83,) —> -7 <w<m. (12)

4(cos w — cos wp)? hy (@),

Pastebekime, kad {X,} proceso ribinis procesas, kai n — 0o ir 8in = 0, turi bt
apraSomas ne viena skirtumine lygtimi, o trimis skirtingomis sklrtummemxs lygtimis:

oa*(B)AoX; =g, kaidy,, — 0, (13
a*(B)AnXt =g, kaié,, —> 0, (14'
a**(B)Aiw()X, =g, kai dap — 0, (].’)

kur A, =1 — B ir A, apatinis indeksas nurodo vienetinio poliaus vieta.
Parodoma, kad 8y, atveju galima gauti 8|n jvertj i§ beveik nestacionaraus proces’
{Xin} stebiniy xy, xa, ..., x, ir statistikos n(8, — 81n) asimptotinj pasiskirstyma kat
n — oo [7].
Detaliau panagrinékime kompleksiniy $akny atvejj papras¢iausiam beveik nestd
biliam AR(2) modeliui

)
Xt'! =a1'le—l,n +a2nX[—2_n+€[, & ™~ N(O,Gz), (]6
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kuir Xo = X_, = 0; aip = 2e~“/"coswy, azy = —e 2/ ¢t = 1,2,...,n. Ciair
toliau paprastumo délei Zymésime ¢ = c¢3 (Ziur. (6) formulg).

Ahtola ir Tiao [2] yra parode, kad paprasto AR(2) modelio (16) maZiausiy kvad-
raty jveréiy asimptotiniai pasiskirstymai yra tokie pat, kaip ir sudétingesnio (9) mo-
delio jver&iy pasiskirstymai. Todél uZtenka nagrinéti tik (16) modeli.

Pirmiausia pastebékime, kad (16) modelj galime uZrasyti kitu badu:

t
Xin =) Vj-1nbiojm1, (17)
j=1

Kur Yo, = 1; Yrin = 2¢“/"cos wp, o kitiems (17) déstinio koeficientams teisinga
lygybe:

Yin = aun¥j-1n +amV¥j-20, J 2 2. (18)

Panaudojc koeficienty ai,, ay, iSraiSkas per z3,, zan ir atlik¢ algebrinius veiksmus
gauname
e~ k/" sin(k + l)wo

Yin = k=0,1,2,... (19)
sin wo

Paiyméjc X =(X1, X2,...Xn_1), e = (&1, €2,...8,) ir (n — 1) x n matrica T,

1 0 .-+ 0 00
Vin 1 ... 0 00
1//71—3." Wn—‘l.n tt 1 0 0
lrb'n—Z,n wn—fi.n 1//ln 00

(7 formule perraSome matriciniu bidu:
X ="Te @1n

Nesunku irodyti, kad (16) modelio maZiausiyjy kvadraty jveréiams teisingas skleidi-
nyg

DITIE DI
“ = x ) —1
n[aln —Qin| _ 1 1 —d, - n? !
aZn — azn 1 “d,% —dn 1 1

an. 26 Zx, . (22)
o,,m]
N [opm ’
d\p COS wo

=1
d, = = . 23
1 —ay, chc/n (23)

kur
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Remiantis (19)-(21) iSraiSkomis, (22) reikinio sumas galime pakeisti atitinkamy
matricy ir vektoriy sandaugomis:

n
th—lgt = ElAS,

t=1

n
Zx,_ze, =¢'Ce, 24
t=1

n

x,z_ls, =&'T'Te,
t=1

kur A ir C yra n x n Teoplico matricos sudarytos i§ koeficienty ;,, nuliy ir vienetu:

r 0 1 ‘[,ln Tt ¢n~3.n l)l’n—Z.n 7
1 1 0 : U 1/’n-—4,n 1/’n-—ﬁi.n
A=t . . . .. . . 25)
2 ¢n~4.n wn—S.n 1//n—b,n o 1 V’ln (
1pn—f#.n Wn—‘t.n 1;b'n—S.n T 0 1
| Yn-2n Yn-3n Yn-an - 1 0 _J
F 0 1 Vin t 1/!,,_4‘,, 1/’n—3,n ]
1 1 0 ' e 1,//n—5.n Wn—4.n
c=1 . . . c . . 26)
2 Wn—S,n lﬁn—b.n wn—7.n e 1 Wln (
1:0'1—4,n 1;0r1—5.n 1/fn—-6.n cee 0 1
L 1,0n~3,n '/fn—4,n Wn—S.n tt 1 0 .
Tada (22) jgauna tokj pavidala
1 1ld(A-d,C)e
Ay, — = 1 27)
(@ —am) = 7= @ terre o) (
n
. 1 Le(C-d,A)
n(Gzn — az) = ol nA) +op(1), (28)

1 —d? ;‘[s’T’Ta

Jeigu ¢ = 0, d, = d = coswy, matricos A ir C tampa ciklinémis ir jmanoma
uZra8yti jy nuosavas reikSmes ir nuosavus vektorius iSreikstinémis funkcijomis. Tal
leidZia gauti statistiky asimptotinius pasiskirstymus [1], jei kompleksinés $aknys yr
ant paties vienetinio apskritimo (¢ = 0). Siuo atveju, jei ¢ # 0, matricos A ir c
néra ciklinés, o jy kiekviena diagonalé ir subdiagonalé turi skirtinga daugikli e "
k=1,2,...,n ir todél (27)~(28) statistiky asimptotinio pasiskirstymo nejmanomd
taip paprastai gauti.

Matome, kad nestabilaus modelio su vienetinémis $aknimis charakteristikos ¥4
netgi paprastesnés negu tiriamojo beveik nestabilaus modelio, tik nestabilaus mode-
lio spektrinio tankio funkcija, kaip matyti i§ teoremos, turi ypatumy ir neegzistuo}®
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askiruose taskuose, o jo koreliaciné funkcija Rx(t; 8;,) vis léCiau gesta, kol visai
ilsigimsta charakteringoms $aknims priartéjus prie vienetinio apskritimo. Tai gerai
matyti i§ iSraiSkos:

H]
2]
()
4]

(51

(7
18]
(9]
(10

[

Rx(t;a1n) = Z a"Ry(t —k), kuraj, - L. (29)

- aln k=—00
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The properties of nearly unstable ARp models
N. Kligiene (MID), V. Kligys (LTEI)

Second order properties of nearly nonstationary autoregressive (AR) processes are investigated in
the cases when an autoregressive polynomial equation has: (i) a real root close to 1; (ii) a real
Toot close to —1; (iii) a pair of complex roots close to the unit circle.

The effect of the closeness to the unit circle of AR poles on its covariance and spectral density
functions is considered. The obtained results demonstrate three specific ways of degeneracy of
Lhese functions, as the roots tend to 1 in modulus. The case of complex roots is investigated in

ctails,



