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Apie stochastiniy sistemy skaitmeniniy modeliy sudarymi

E. Valakevicius (KTU)

Nagrinékime stochasting sistema, kurios biiseng laiko momentu ¢ apibrezkime
atsitiktiniu vektoriumi Y (t) = (Y1 (), Y2(2), ..., Yu(2)), &ia Y;(t), i = 1, m yra disk
retdis atsitiktiniai dydZiai. Laikysime, kad sistema gali keisti biseng bet kuriuo laiko
momentu. Tokioms sistemoms tirti labiausiai tinka Markovo procesy (grandinit
modeliai, jei laiko tarpai tarp dviejuy nuosekliy biiseny pasikeitimy pasiskirste eksp
nentiskai. Daugelio realiy sistemy (socialiniy, ekonominiy, ekologiniu, techniniu i
kt.) evoliucijos procesa galima modeliuoti kaip Markovo granding {Y (z), 7 > 0} %
tolydZiu laiku ir skailia biiseny erdve, o atitinkami modeliai daZnai vadinami mar
koviskais sistemy modeliais. Pazymékime galimy buiseny erdve B = {S;, j > I/
¢ia S; = (V1j, Y2j» -+ -+ Ymj)» O j-osios busenos tikimyb¢ — P{Y = §;} =m;, j 2 I
Stacionariosios (ribinés) biiseny tikimybés randamos i§ lyg€iy sistemos

Vi = Zﬂkkkjy Sj €B
ke j

su normavimo salyga _p; = 1, &a Ay; — peréjimo tarp biiseny intensyvumai i
yg SjeB 7 j — perej rp y

v = Z#,. Aij, Si € B. Zinant biiseny tikimybes galima apskaiciuoti jvairias sistem®
elgesio tikimybines charakteristikas. Problema ikyla, kai bent vieno i§ jvykiy sraut:
keiciandio sistemos biisena, laikas tarp gretimy jvykiu turi neeksponentinj skirstint
Siame straipsnyje siilomas metodas, kaip aproksimuoti nemarkoviska sistemos m”
delj markovisku modeliu. Tam tikslui sitiloma neeksponentiskai pasiskirs&iusio ats"
tiktinio dydzio skirstinj aproksimuoti eksponentiniy skirstiniy miSiniu.

Formaliai sistema galima atvaizduoti santykiu § = {X, R}, &ia X = {X,, X2, -~
X,)} — sistemos iéjimo elementy aibé; R - aprao sistemos elgesio désningumu®
apribojimus ir valdyma. Norint apraSyti sistema, reikia Zinoti jéjimo-i§&jimo m¢
chanizma. Kitaip sakant, duotiems X ir R reikia mokéti surasti iS¢jimo vektor
Y = {Y1,Ys,...,Y,), ty. Zinoti atvaizdavima f: {X, R — Y}. Sis santykis 1"
do, kad duotiems {X, R} galima apskaiciuoti Y, jei Zinomas atvaizdavimas f. Taip
galima apibréZti determinuotas ir stochastines sistemas. Determinuotos sistemos chir
rakterizuojamos tuo, kad duotiems jéjimo parametrams X, salygy aibei R ir atvaizdd
vimui f, i%¢jimo parametry vektorius ¥ realizuojamas su tikimybe 1. Stochastine*
sistemose i§¢jimo vektorius Y yra atsitiktinis ir realizuojamas su tikimybe 7;:

P(Y =(j.y2jo--aym) | X R, f) =1, j=1,2,...,

jei atsitiktinis vektorius Y igyja diskreéias reik§mes.
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Sakykime, kad stochastiné sistema funkcionuoja stacionariame reZime, t.y. jos
modelio biiseny stacionariosios tikimybés, praéjus ilgam laiko tarpui nepriklauso nuo
laiko. Tegul sistemos biisenos kitima jtakoja n jvykiy srauty. Kiekvieno srauto laiko
tarpas tarp gretimy jvykiy atsitiktinis dydis X;, turintis skirstinj G;(x), i = 1, n. Tada
i¢jimo j sistema elementy aibé X = (X, X», ..., X,) sudaryta i§ atsitiktiniy dydZiy.
Pavyzdziui, vienakanaléje sistemoje su eile aibés X elementais gali biti: paraiSkos
aptarnavimo laikas ir laiko tarpas tarp dvieju gretimy paraiSky, atéjusiy i sistema.
Sistemos i$¢jimu laikysime sistemos biisena ¥ = (Y1, Y2,..., Yn). Markovo pro-
cesas (grandiné) pasizymi savybe, kad neturi ,atminties”, ty. ateitis priklauso tik
nuo dabarties. Nemarkoviskas procesas turi ,,atmintj” ir reikia ,,atsiminti” kiekvieno
ivykio trukme iki jo pasirodymo. Tarkime, stebime biiseng Y su galima jvykiy aibe
E(Y), susieta su §ia biisena. Sakykime, laikas iki jvykio e; € E(Y) pasirodymo
yra atsitiktinis dydis Z;. Tada jvykio e; tikimybé lygi tikimybei, kad laikas iki jo
pasirodymo yra maZiausias tarp visy jvykiy E(Y):

Pe))=P[Z = min (Z, |
(¢j) J eieE(y){ i}
Norint apskaiiuoti $ia tikimybe, reikia turéti informacija apie atsitiktinius dydZius
Z;. Tik Markovo proceso atveju, kuris ,,neturi atminties”, tikimybés apskai¢iuojamos
pagal formule:

P(ej) = —i—;

“) =3

Cia ; yra jvykio e; pasirodymo intensyvumas ir

AY) = Z Ai.

ei€E(Y)

Siuo atveju informacija apie dydZius Z; nereikalinga.

Vienas i§ biidy nemarkoviska procesa padaryti markovisku yra aproksimuoti ne-
Puasoninius jvykiy srautus eksponentiniy jvykiy srauty kombinacija [1]. Tarkime,
turime Puasono jvykiu seka ey, ez, ..., ;. Apibrézkime nauja ivyki e, Kuris jvyksta,
kai ivyksta visi arba kai kurie i§ jvykiy e, ez, ..., ex. Tokiu biidu, mes apibréZiame
nauja jvykj e su trukme, priklausanéia nuo k ir kuris pasirodo po tam tikros jvykiy
Se_kOS ei,i = 1,...,k. lvykiai ¢; parenkami atsitiktinai su tikimybe p;. Keiciant
atitinkamus parametrus, galima generuoti jvykius, turin¢ius jvairias trukmes. Taip
Sllllionstruotas procesas, tarsi, turi ,atmintj” ir tuo paciu iSlaiko markoviskumo sa-
Vybe.

Modeliuojant nemarkoviskas stochastines sistemas (pvz., sistemas su eilémis),
da?nai naudinga teigiamo atsitiktinio dydZio skirstinius aproksimuoti eksponentiniy
skirstiniy miginiu, kad tiriamos sistemos evoliucija galima bity apra$yti Markovo
Procesu su skaiCia biiseny erdve ir tolydZiu laiku. MiSinio tankio funkcijos Laplaso
transformacija gaunama panaudojus blokines diagramas su perdavimo funkcijomis.
Sakykime, turime m nesikertan&iy aibiy

ng
(k) _ —_—
A= {p® uPei s i=Tn}, Y p¥ =1 k=T1

i=]
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dia ufk)e"‘gk)x — eksponentinio skirstinio tankio funkcija. I§ aibiy Az, k =1, ele-
menty galima sukonstruoti norimos struktiiros eksponentiniy faziy skirstinj. Jeigu
Sio skirstinio bloking diagrama (eksponentiniy skirstiniy misinj) paveiksime impulsi-
ne funkcija

u(x) —u(x — Ax)

§(x) = lim
(x) Ax—0t Ax
1, X > Xxg,
u(x = xo) = [0, x < xg,

ir rasime tos struktiiros Laplaso transformacija, tai i§é¢jime gausime mi$inio skirstinio
tankio funkcijos atvaizdj F(s). Prilyging gauto skirstinio pradinius momentus

A=) FO@)| 0 i=1,2,....]

bendrojo tipo skirstinio G(x) pradiniams momentams v;, gausime netiesiniy algeb-
riniy lyggiy sistema neZinomiems miSinio skirstinio parametrams apskai¢iuoti. Cia
Jj lygus neZinomy parametry skai€iui. SprendZiant lygc€iu sistema, kartais gaunamos
kompleksinés parametry reik§meés, todél ir apskai¢iuotos sistemos biiseny tikimybés
yra kompleksiniai skaiCiai, taciau sistemos tikimybinés darbo charakteristikos yra
realts skai¢iai. Eksponentiniy faziy metodas efektyviai pritaikomas panaudojant sto-
chastiniy sistemuy skaitmeniniy modeliy automatizuoto sudarymo programing jranga
[2].

Sakykime G(x) yra atsitiktinio dydZio X skirstinys, kuris apraSo tam tikra nepu-
asoninj (neeksponentinj) jvykiy srauta, su vidurkiu M X = m ir dispersija DX = o’
Si skirstinj galima aproksimuoti atsitiktinio dydZio

X+ X su tikimybe p,

X = X, su tikimybe 1 — p,

skirstiniu. X; ir X, nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turintys eksponentinius skirs-
tinius atitinkamai su parametrais p; ir py. Skirstinys turi pavidala

Cox)=1—eM + &(e—uzx — %),

H2 — Ky
Cia
B I i\/2v2+l : S e 2_02 o]
“]'2—(v2+l)m W2+ m , p=I1l1"= , v = jert v 2
ir
_2 _ 1 I
Ml—;, Mz—m—vz, P—ﬁ, Jjerv 25-

Aproksimave neeksponentiniy atsitiktiniy dydZiy skirstinius eksponentiniais, me®
turésime kita sistema, izomorfing ribota prasme pradinei sistemai. Taip isplecia-
ma stochastiniy sistemy modeliy, kuriuos galima istirti pritaikius Markovo procest
teorija, klase.
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Stochastinés sistemos skaitmeninis modelis sudaromas pritaikius sistemu, ap-
raSomy Markovo procesais su tolydZiu laiku ir skaicia biiseny erdve, automatizuoto
skaitmeniniy modeliy sudarymo metodika [2]. Tam reikia apibrézti sistemos busenos
vektoriy Y = (Y}, Ya, ..., Yn), ivykiu aibg E = (e, €2, ..., €;), kurie gali jvykti
sistemoje, nurodyti intensyvumus su kuriais sistema pereina i§ vienos biisenos | kita
ir nurodyti pradine sistemos biisena. Sistemos funkcionavimas apraSomas specialiai
tam sukurtoje jvykiy kalboje. Sio apraiymo pagrindu automatizuotai generuojama
visy galimy sistemos biiseny aibé, peréjimo intensyvumai tarp biiseny, o po to ap-
skai¢iuojamos Markovo proceso stacionarios tikimybés bei sistemos funkcionavimo
tikimybinés charakteristikos.

Apra8yta metodika pritaikykime kuriant nemarkoviskos prioritetinés aptarnavimo
sistemos skaitmeninj modelj.

Nagrinékime sistema S = {X, R} su atvaizdavimu

fi{X.R} — 7,

X=(X,,-,X2,-, j=T1k),
= (NPRP, 9<l;, j=1,k; FCFS),
Y=(Y1s""Yk+2)y

Cia atsitiktiniai dydZiai X j charakterizuoja ateinanciy paraiS$ky srauta, o X»; — ati-
tinkamai aptarnavimo laika.

Si sistema yra vienakanalé aptarnavimo sistema su santykiniais prioritetais (NPRP
- prioritetas maZzéja, maZéjant eilés numeriui) ir ribotu viety skaiCiumi /; eilése Q;.
Ateinangiy paraiky srautai yra puasoniniai M (X;) su intensyvumais A;, j = T,k o
atitinkamy srauty aptarnavimo laikai turi i§sigimusius skirstinius

0, x < d;,
Df(x)=[l, x>dj,-.

Aptarnavimo strategija (FCFS): pirmas atéjo — pirma aptarnavo. Tarkime, kad sistema
gali turéti N biiseny. Apskaiciuosime sistemos funkcionavimo charakteristikas:

1) sistemos biiseny stacionarias tikimybes 7;, i = 1, N;

2) LY — vidutinj paraidky skaitiy j-oje eiléje Q;;

3) W('i) — vidutinj laukimo laika j-oje eiléje.

Aproksmuoklme skirstinius D;(x) dvieju eksponentiniy skirstiniy miSiniu (dvieju
faziy metodas)

) .
PHYy (eu;')x _ eu(l’)x).
() ) ’
Ky — Ky

C(x)=1-em'* +
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Tada sistemos evoliucija galima apraSyti Markovo procesu su tolydZiu laiku ir skaicia
biseny erdve.
Sistemos jvykiy aibé

E = [e|j, J = l,k, 62,6‘3},
¢ia .
e1; — atéjo j-ojo srauto paraika, j = I, k;
e, — aptarnauta parai§ka pirmoje fazéje;
ez — aptarnauta paraiSka antroje fazéje.
Sistemos biisenos vektorius

Y={Y;, j =1k, Y1, Yes2},

v

Cia

Y; — j-ojo srauto paraisky skaiius eiléje;
Yoo — 0, Jei sistemoje paraiSky néra,
HEZ jei aptarnaujama j-ojo srauto paraiSka;
0, jei sistemoje paraiSky néra,
Yieo=11, jei paraiSka aptarnaujama pirmoje fazéje,
2, jei paraiS§ka aptarnaujama antroje fazéje.

Sistemos biiseny skaicius lygus

2k |G+ D)+ 1.

k
i=1

Sistemos charakteristikas skaitmeninis modelis skaiiuoja pagal formules

lj
LY = Z Z Vil (Yls e vy Yivevns Yo Yitls Ykt2)s

Vi=1 Vi Veq2

Cia m(-) sistemos biisenos stacionari tikimybé.

Jei sistemoje eilés neribotos, tai tas paias charakteristikas galima apskaiéiuoti
analitiskai i§ formuliy [3]:

k
Y Am(EL(0) + 02(1))
(jy _ m=!

¢ T Ta-s_n0-sp

) — ()
Lq - )‘j Wq )

J
So=0, ;=) p<l. p=xcE®), j=Trk
i=1
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E; (t.) ir ajz(t) yra j-ojo parai$ky srauto aptarnavimo laiko skirstinio vidurkis ir dis-
persija.
Sistema buvo modeliuojama su parametrais:

k=2, M=4, =3 d=10",4=9" =7 L=I1L
Skaitmeninio modelio rezultatai:
L =0,25674, LY =0,72127, W =0,064185, WS> =0,2404233.
Analitinio modelio rezultatai:
LY =0,25679, LY =0,72132, W =0,0641975, W =0,24044.

Rezultatai parodé, kad nemarkovika sistema su begaline biiseny aibe galima pa-
kankamai gerai aproksimuoti markovika sistema su baigtiniu biiseny skai&iumi.
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On numerical modelling of stochastic systems
E. Valakevicius

The paper considers a method to construct numerical models of non-markovian stochastic systems.
The idea is to approximate a general distribution function of positive random value by mixture of
exponential stages. The example is given.



