LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

2
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B % | Vilnius
. University
66 tomas, 2025, 91-108 & | press
X

https://doi.org/10.15388 /LMR.2025.44460

Nuostabios plokstumos kreivés

Edmundas Mazétis®™ ©, Grigorijus Melni¢enko”

& Matematikos institutas, Vilniaus universitetas
Naugarduko g. 24, L'T-03225 Vilnius, Lietuva

b Svietimo akademija, Vytauto DidZiojo universitetas
K. Donelaicio g. 58, LT-44248 Kaunas, Lietuva

M Korespondentas: edmundas.mazetis@mif.vu.lt
el. pastas: gmelnicenko@gmail.com

Iteiktas 2025 liepos 2; publikuotas 2025 gruodzio 21

Santrauka. Kreivés savoka buvo intuityviai suprasta dar gilioje senovéje. Stebédami mesto
akmens trajektorija, upés kranty islinkimus, augaly ir géliy lapy konturus, zmonés palaipsniui
vysté kreivés sagvokos samprata. Straipsnyje bandoma aptarti tokias kreives, kurios priverté
matematikus giliau pazvelgti j kreivés savoka ir rimc¢iau uzsiimti kreiviy savybiy nagrinéjimu.
Terminu , ypatingosios kreives®“ autoriai vadina tas treciosios ir ketvirtosios eilés kreives,
kurias generuoja apskritimai (generuojantys apskritimai). Tokiy kreiviy lygtis dekartinése
koordinatése galima iSvesti tik elementariosios geometrijos metodais, dazniausiai taikant
trikampiy panasuma. Autoriai mano, kad straipsnyje iSdéstytos mintys padés matematikos
mokytojams paskatinti mokinius rim¢iau dométis labai jdomiu mokslu — matematika.

Raktiniai ZodZziai: apskritimas; algebriné kreiveé; cirkuliarioji kreivé; cirkuliarioji treciosios eilés kreive;
bicirkuliarioji ketvirtosios eilés kreive; kubo dvigubinimas; kampo trisekcija; epicikloidé; hipociclodé;
trochoidé; epitrochoidé; hipotrochoidé; Anjezi kreivé; anjezina; Dioklo cisoidé; kapa kreivé; kardioidé;
Paskalio sraige; nefroide

AMS: 97G40

1 Kreivé kaip geometriné sgvoka

Paprastai mokykloje kreivé suprantama kaip glodziai iSlenkta linija, panasiai kaip
apskritimas ar parabolé. Bet matematikoje kreivés sagvoka apima ir tiese, ir figura,
sudaryta is tiesiy atkarpy, pvz., trikampiai ar kvadratai.
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Supratima apie kreive zmonés turéjo jau gilioje senovéje, bet prireiké daug laiko,
kol buvo imta lyginti jvairias kreives, skirti viena kreive nuo kitos. Pirmieji pieSiniai
oly sienose, primityvis ornamentai rodo, kad zmonés sugebéjo ne tik skirti tiese nuo
kreives, bet ir skirti jvairias kreives. Senovés paminklai liudija, kad visos tautos zinojo
apskritimo ir tiesés savokas.

Teoriniai matematikos pagrindai, geometrinio turinio uzdaviniai, mechanikos, fizi-
kos ir technikos uzdaviniai — tai sritis, kurioje vystési kreiviy teorija. Kreiviy geomet-
rinés ir mechaninés savybés taikomos, kuriant jvairius mechanizmus, masiny detales
[1, 5, 6, 8, 22], statybines konstrukcijas, optinius prietaisus [19, 18, 36], architekttiros
ir vaizduojamojo meno kurinius. Susipazinimas su jvairiomis kreivémis ir jy savybiy
nagrinéjimas padéty mokiniams vystyti geometring intuicija, pagilinti zinias, paska-
tinti domeétis ne tik geometrija, bet ir fizika, astronomija bei kitais mokslais.

Kreivés savokos formuluoté istoriskai vystési nuo intuityviy aprasymy (kaip, pvz.,
pas Euklida ,,ilgis be plo¢io®), arba nuo konkreciy kreiviy, kaip plokstumos ar erdves
tasky geometriniy viety, iki bendros kreivés sampratos kaip plokstumos ar erdvés tas-
ky aibés, tenkinancios tam tikras savybes, ir tas aibes galima pavaizduoti grafiskai.
Grieztas kreivés apibrézimas reikalauja ziniy, toli iSeinanciy i$ mokyklinés matema-
tikos kurso. Kadangi Sis darbas yra skirtas mokiniams ir mokytojams, tai tikslaus
kreivés apibrézimo nepateikiame.

Kai kurios kreivés yra sutinkamos kasdieniniame gyvenime, nors daznai to né ne-
pastebime. Pvz., apzvalgos ratas juda apskritimu, dangaus mechanikoje objektai,
kuriy greitis jgalina juos jveikti centrinio kuno traukos jéga, juda hiperbole, planetos
apie Saule juda elipsémis [19, 18], kampu j horizonta mestas kiinas, veikiamas Ze-
meés traukos, juda parabole [19, 18], vaziuojancio automobilio fiksuotas rato taskas
juda cikloide [3, 19, 18] ir pan. Todeél nuo seny laiky iki dabar kreivés yra matema-
tiky démesio centre. Kai kurios jdomios kreivés pasizymi jvairiomis geometrinémis ir
mechaninémis savybémis, su kuriomis susije daug matematiniy atradimy. Todél jvai-
riy kreiviy ir ju savybiy nagrinéjimas padeda vystyti matematinj mastyma, jgalina
pastebéti rysi tarp matematikos teorijos ir praktikos [2, 6, 7, 9, 22].

Mokslininkai nagrinéja ne tik kreiviy geometrines savybes, bet ir ju mechanines
savybes. Pvz, Ch. Huigensas (Ch. Huygens) atrado cikloidés izochroniskuma arba
tautochroniskuma [2, 3, 6, 10, 15, 21, 35, 36], kas padéjo pagerinti Galiléjaus svyruokle.
J. Bernuli (J. Bernoulli) jrodé, kad vakuume cikloidé yra brachistochroné, tai reiskia,
kad ji yra greifiausio nusileidimo kreivé [3, 6, 10, 19, 18, 21, 25, 35, 36]. Taip pat
buvo nagrinéjamos Neilio parabolés, grandininés linijos, Kasinio ovaly, Dekarto ovaly
ir kity dabar gerai zinomy kreiviy geometrinés ir mechaninés savybés.

Daznai sutinkama savoka ,nuostabios kreivés“. Su Siomis kreivémis susiduriama
gamtoje, jos dazniausiai pasizymi tam tikromis ypatingomis savybémis, arba jos uzra-
Somos graziomis lygtimis. Tokios kreivés daznai pasitaiko praktikoje, Siomis kreivémis
aprasomi kai kurie gamtos désniai, juy savybés daznai taikomos jvairiuose mechaniz-
muose, prietaisuose. [19, 18] darbuose autoriai nuostabiomis plokstumos kreivémis
vadina elipse, parabole, lemniskate, cikloide, Archimedo spirale, grandinine linija, lo-
garitmine spirale, apskritimo evolvente. [25, 19, 18] darbe nurodoma dar daugiau
ploks¢iyjy kreiviy, priskiriamy nuostabioms. Siame darbe nuostabiomis kreivémis
vadinsime tas algebrines kreives, kurios yra glaudziai susijusios su apskritimais (gau-
namos i$ apskritimo, atliekant jvairias geometrines konstrukcijas).

Du klasikiniai senovés Graikijos uzdaviniai apie kubo dvigubinimg ir kampo tri-
sekcija [13, 30] suvaidino svarby vaidmenj kreiviy teorijos vystyme. Graikai $iuos
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uzdavinius bandé spresti skriestuvu ir liniuote, bet to padaryti jiems nepavyko. Tai-
kant nuostabias kreives — Dioklo cisoide (5 skyrelis) ir Paskalio sraige (8 skyrelis),
buvo rasti kubo dvigubinimo ir kampo trisekcijos uzdaviniy sprendimai.

Isgirdes zodzius ,,Dioklo cisoidé“ siuolaikinis mokinys kreipiasi j interneta ir suzino
apie senoves Graikija daugiau, negu per istorijos pamokas. Jis suzino, kad aténieciams
kreipiantis pas orakula, siekiant apraminti jy dievus, pasiuntusius graikams mara,
orakulas liepé jiems du kartus padidinti kubo formos dievo altoriaus turj [10, 21, 23,
30]. Graiky meistrai labai nulindo, nes nezinojo, kaip kubo turj padaryti du kartus
didesnj. Todél kreipési | filosofa Platona, kuris atsake, kad orakulai $j uzdavinj dave
ne tam, kad pagaminty du karus didesnio turio altoriy, o kaip zenkla graikams, kad
jie nerupestingai mokosi matematikos ir geometrijos [11, 30].

Ivairiy kreiviy nagrinéjimas ne tik savaime jdomus, leidzia vystyti matematinj
mastyma, parodo matematikos rysj su kitais mokslais ir praktika, bet ir sudaro ga-
limybes kurti jvairius ploks¢iuosius mechanizmus, kuriy atskiros grandys brézia tam
tikry kreiviy lankus [1, 8, 9]. Tokiy mechanizmy kurimo pradininku laikomas vokie-
¢iy mokslininkas L. Burmesteris (L. Burmester, 1840-1927), kuris i$vysté geometriniy
viety metoda ir pritaike ji kai kuriy treciosios eilés kreiviy konstravimui [5, 8].

Pastebékime, kad paprastai kreiviy lygtys dekartinése koordinatése gaunamos is
ju lygéiy polinése koordinatése. Siame darbe atvirkséiai — pirmiau iSvedamos kreiviy
lygtys dekartinése koordinatése, o po to gaunamo jy lygtys polinése koordinatése.

2 Algebrinés ir transcendentinés kreivés

Nagrinésime gerai zinomas kreives, kurios pagal $iuolaiking klasifikacija skirstomos j
algebrines kreives ir transcendentines kreives.

Kreivés lygtis isreiskia tos kreivés charakteringasias savybes ir jos ypatumus. To-
dél tikslinga kreives klasifikuoti pagal juy lygtis — ar Sios lygtys yra algebrinés, ar
transcendentinés. Sioje vietoje gali kilti sunkumnyy, nes kreivés lygtis priklauso ne
tik nuo pacios kreivés savybiy, bet ir nuo koordinaciy sistemos, kurioje ji yra nagri-
néjama. Tos pacios kreivés lygtis vienoje koordinaciy sistemoje gali buti algebriné,
o kitoje koordinaciy sistemoje — transcendentiné. Kartais uztenka pakeisti kreivés
padétj arba pakeisti koordinaciy sistemos pradzios taska, kai kreivés algebriné lyg-
tis tampa transcendentine. Pvz., polinéje koordinaciy sistemoje apskritimo, kurio
centras yra polius, lygtis yra algebriné p = a. Bet jei to paties apskritimo centras po-
linése koordinatése yra taskas (p1, ¢1), tai tokio apskritimo lygtis yra transcendentiné
a® = p* + p1® — 2pp1 cos(p — 1) [21].

Kitaip yra, kai kreiviy lygtys uzrasomos stac¢iakampése Dekarto koordinaéiy siste-
mose. Koordinaciy sistemos centro postiumiai ir asiy krypciy poky¢iai nekeicia ne tik
siy kreiviy rusies, bet ir algebriniy kreiviy lygties eilés. Todél logiska skirstyti krei-
ves | algebrines ir transcendentines pagal tai, ar juy lygtys kurioje nors staciakampéje
Dekarto koordinaciy sistemoje (o tai reiskia, ir visose tokiose sistemose) yra algebriné,
ar transcendentiné.

1 apibrézimas. Algebrinés kreivés — tai tokios plokStumos kreivés, kuriy lygtis kurioje
nors staciakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje yra f(x,y) = 0, ¢ia f(z,y) yra
n-ojo laipsnio daugianaris nuo dviejy kintamujuy z, y su realiaisiais koeficientais, t.y.
sandaugy axPy? suma, ¢ia a — realusis skaicius, p, ¢, p+ ¢ < n — sveikieji neneigiamieji
skaiciai.
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Daugianario f(z,y) laipsnis yra vadinamas algebrinés kreives eile. Kitaip tariant
daugianario laipsniu laikomas didziausias jo nariy laipsnis. Pvz., f(z,y) = 2%y +
522y — 3z3 — 2y + x + 6 = 0 yra 5 laipsnio daugianaris. Pirmosios eilés algebrinés
kreivés pavyzdys yra tiesé, kurios lygtis, pvz., yra * = a, o antrosios eilés kreivés
pavyzdziu gali buti apskritimas, kurio lygtis, pvz., 22 + y? = a2.

2 apibrézimas. Transcendentinés kreivés — tai plokstumos kreivés, kurios néra algeb-
rinés. Tiksliau, transcendentinés kreivés — tai tokios plokstumos kreives, kuriy lygtys
stac¢iakampése Dekarto koordinaciy sistemose néra algebrinés.

Skirtingai nuo algebriniy kreiviy, transcendentinés kreives gali turéti be galo daug
sankirtos tasky su kuria nors tiese, turéti be galo daug persilenkimo tasky, o tokiy
kreiviy liestinés gali turéti su kreive be galo daug lietimosi tasky.

Transcendentiniy kreiviy pavyzdziai yra funkciju y = o*, y = Inz, y = sinz ir
kity trigonometriniy funkcijy grafikai, o taip pat visos cikloidés, visos spiralés ir kitos
kreivés [2, 4, 7, 10, 14, 15, 19, 18, 20, 21, 22].

Yra glaudziai susijusios su apskritimais kreiveés, ir tai apskritimo tasko trajektori-
jos, kai Sis apskritimas be slydimo juda kitu nejudanciu apskritimu. Taip gaunamos
kreivés yra vadinamos cikloidalinémis kreivemis (angly kalba cycloidal arba roulette
curve) [2, 10, 14, 15, 21, 22, 25].

Jei vienas apskritimas juda kito apskritimo iSore, ta judancio (generuojancio) ap-
skritimo nubréziama kreivé vadinama epicikloide, o jei apskritimas juda nejudancio
apskritimo vidinéje dalyje — hipocikloide [2, 3, 7, 9, 10, 14, 15, 20, 21, 25, 35, 36].

Pazymétina, kad epicikloidés ir hipocikloidés buna algebrinés, ir buna transcen-
dentinés kreivés [10, 21]. Epicikloidés pavyzdys — kardioidé yra ketvirtosios eilés
algebriné kreiveé, ja brézia apskritimo taskas, kai tas apskritimas be slydimo juda ne-
judanciu tokio pat spindulio apskritimu (Zr. 7 skyrelj ir 5 pav.). Kitas pavyzdys —
algebriné Sestosios eilés kreivé nefroidé, kuria breézia fiksuotas apskritimo taskas siam
apskritimui judant dvigubai didesnio apskritimo iSorine puse (zr. 7 skyrelj ir 6 pav.).

Kaip minéta, epicikloidés ir hipocikloidés yra atskiras atvejis cikloidaliniy kreiviy.
Bendruoju atveju tariama, kad fiksuotas taskas yra ne ant generuojancio apskritimo,
o yra nutoles nuo jo centro tam tikru atstumu. Siuo buidu gautos kreives vadinamos
trochoidémis. Pagal tai, ar generuojantis apskritimas juda iSorine ar vidine nejudancio
apskritimo puse, iSskiriamos epitrochoidés ir hipotrochoides [2, 3, 4, 10, 14, 20, 21, 25,
35, 36]. Epitrochoidés pavyzdys — Paskalio sraige, ketvirtosios eilés algebriné kreivé
(zr. 8 skyrelj, 7 pav.).

Kai kurios transcendentinés kreivés taip pat yra glaudziai susijusios su apskri-
timais: kvadratriksa [14, 25|, cikloide [3, 4, 14, 15, 19, 18], apskritimo evolventé
[3, 7, 19, 18, 21, 25, 36].

3 Cirkuliariosios (apskritosios) algebrinés kreivés ir jy rysiai
su apskritimais

Mokykloje plokstumoje nagrinéjamos daugiausia antrosios eilés kreivés — apskritimai,
hiperbolés, parabolés ir viena treciosios eilés kreivé — kubiné parabolé. Netgi elipsei
néra skiriama daugiau démesio, nors su Sia kreive mokiniai susiduria astronomijos
kurse. Tuo tarpu yra daug algebriniy kreiviy, kurios per jvairias geometrines konst-
rukcijas yra susije su apskritimais. Minétos konstrukcijos suteikia pirminj kreivés

http://www.journals.vu.lt/LMR


http://www.journals.vu.lt/LMR

Nuostabios plokstumos kreivés 95

vaizda dar iki to, kai iSvedama tos kreivés lygtis ir galima detaliau nagrinéti kreivés
savybes, taip pademonstruojant jvairiapusius rysius tarp visiems pazjstamo apskri-
timo su kitomis sudétingesnémis ir jdomiomis algebrinémis kreivémis. Pazymétina,
kad jau antikinéje geometrijoje buvo sukurti jvairus geometriniai mechanizmai, kuriy
pagalba gaunamos algebrinés kreivés, ir §i tematika yra turininga ir jdomi [6, 8, 9, 22].

3 apibrézimas. n-osios eilés algebriné kreivé vadinama cirkuliarigja, jei jos lygtis sta-
¢iakampese Dekarto koordinaciy sistemose uzrasoma taip [12, 27]:

ot focit+ o+ it fo=0,
Cia kiekvienas démuo f; = fi(z,y), ¢ = 1,2,...,n — homogeninis i-ojo laipsnio dau-
gianaris su realiaisiais koeficientais, o auksc¢iausiojo laipsnio daugianaris f,, dalijasi is

dvinario 22 + 2.

IS sio apibrézimo seka treciosios eilés cirkuliariosios kreivés lygties bendrasis pavi-
dalas.

4 apibrézimas. Treciojo laipsnio algebriné kreivé su salyga, kad kreivé eina per koor-
dinaciy pradzios taska, yra curkuliarioji, jei jos lygtis uzrasoma taip [16, 24]:

(az + by) (2? +y*) + A2® + Bay + Cy* + Dz + Ey = 0.
Dauguma nuostabios treciosios eilés algebriniy kreiviy yra cirkuliariosios ir daug
informacijos apie jas galima rasti [2, 8, 12, 20, 21] darbuose.
Akivaizdu, kad treciosios eilés cirkuliarioji kreivé polinése koordinatése uzrasoma
tokia lygtimi:
(acos @ + bsinp)p® + (A(1052 © 4 B cos psin ¢ + C'sin? go)p+ Dcosyp+ Esing = 0.

Taigi norint rasti polinio spindulio israiska, reikia iSspresti kvadrating lygti. Jei D =
E =0, tai lygtis tampa tiesine, todeél

Acos? ¢+ Beospsing + Csin? ¢

P= acosy + bsiny

Idomiomis savybémis pasizymi cirkuliariosios kreivés, turincios simetrijos asj, pvz.
Dioklo cisoidé (apie Sia kreive placiau 5 skyrelyje). Pastebékime, kad simetrijos asimi
pasirinkus abscisiy asj, o koordinaciy sistemos pradzios taska parinkus taip, kad jis

sutapty su kreivés vir§une (t.y. su kreives ir simetrijos asies sankirtos tasku), tai Sios
kreivés lygtis uzrasoma taip [21]:

a:z:(x2 + y2) + Az® + Cy* + Bz =0, (1)
arba polinése koordinatése

Acos? p + C sin? B
p2+ ¥ Sﬁp+

acos ¢ a

Dauguma nuostabios ketvirtosios eilés algebriniy kreiviy yra bicirkuliariosios.
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5 apibrézimas. Ketvirtosios eilés algebriné kreivé su salyga, kad kreivé eina per koor-
dinadiy pradzios taska, yra bicirkuliarioji, jei jos lygtis uzrasoma taip [12, 16]:

(m2 + y2)2 + (azx + by)(x2 + y2) + Ax? 4+ Bxy + Cy?> + Dz + Ey = 0.
Tuomet polinése koordinatése bicirkuliariosios kreivés lygtis yra tokio pavidalo:
P2+ (acos p+bsinp)p® + (A cos? ¢+ B cos psin p4C sin? ©)p+D cos p+Esinp) = 0.

Taigi ir Siuo atveju norint rasti polinio spindulio iSraiska, reikia iSspresti kubineg lygti.
Jei A=B=C=D = F =0, tai lygtis tampa tiesine, todél

p = —(acosp + bsingp).

Daug informacijos apie bicirkuliarigsias kreives galima rasti [2, 8, 20, 21] darbuose.

Treciosios ir ketvirtosios eilés cirkuliariosios kreivés — tai ypatingos kreivés, kurios
yra generuojamos ne tik apskritimais, bet ir kitomis antrosios eilés kreivémis, o kai
kada ir pirmosios eilés kreivémis. Pvz., Nikomedo konchoidés generuojanti kreivé yra
tiese [2, 5, 10, 14, 15, 21, 25].

Nagrinédamas treciosios eilés algebriniy kreiviy teorija, Izaokas Niutonas pasiulé
mechanizmus cirkuliariyjy kreiviy konstravimui [1, 6].

Straipsnyje nagrinéjamos treciosios ir ketvirtosios eilés cirkuliariosios kreivés, ku-
rios konstruojamos naudojant jas generuojancius apskritimus. Ju lygtys dekartinése
koordinatése iSvedamos naudojant gerai zinomi mokyklinés geometrijos faktai, daz-
niausiai trikampiy panasumas, ir tokios tematikos rySys su apskritimais yra jdomus.

Reikia pazymeéti, kad egzistuoja necirkuliariosios treciosios eilés kreives, kurios yra
generuojamos apskritimais, pvz., Anjezi kreivé (3), arba anjeziana (4).

4 Anjezi kreivé ir anjezianai

Anjezi kreivé ir anjeziana yra treciosios eilés algebrines kreiveés (zr. (3) ir (4) lygtis),
sios kreives pasizymi charakteringu varpo formos arba kupolo formos pavidalu (1 pav.)
[2, 14, 16, 22, 24, 25, 34]. Anjezi kreivé (versiera) taip pavadinta pagerbiant XVIII am-
Ziaus italy matematike Marija Gaetana Anjezi (Maria Gaetana Agnesi, 1718-1799),
kuri iSnagringjo Sios kreivés savybes. Anglakalbéje literaturoje daznai si kreive vadi-
nama “witch of Agnesi” (Anjezi ragana) [2, 14, 34].

Anjezi kreivés braiZymas naudojant apskritimg. Anjezi kreivé gaunama tokiu
budu [2, 14, 16, 20, 24, 25]. Nagrinéjame skersmens a apskritima, kurio centras yra
taskas (0, 3). Per koordinaciy pradzios taska O nubréziame tiese, kuri dar karta
kerta apskritima taske D, ir dar nubréziame su abscisiy asimi lygiagrecia apskritimo
liesting y = a, kuri liecia apskritima taske C. Sakykime, kad tiesé OD kerta sig liestine
taske F, per taska D bréziame tiese BD, B € Oy, lygiagrecia su abscisiy asimi, o i$
tasko F iSkeliame statmenj tiesei EC; sio statmens ir tiesés B.D susikirtimo taskas P
yra Anjezi kreivés taskas (1 pav.). Tiese OD sukant apie taska O ir atliekant aprasyta
konstrukcija, gaunami kiti Anjezi kreivés taskai.

Anjezi kreivés lygties iSvedimas. ISvesime Anjezi kreivés lygti dekartinése koor-
dinatése. Sakykime, kad kad taskas P = (z,y) priklauso Anjezi kreivei (1 pav.).
Pastebékime, kad AOBD ~ AOCE, is ¢ia seka proporcija OB : BD = OC : CE.
Kadangi OB = y,CE = 2,BC = a —vy, o BD = VOB -BC = \/y(a—y (lygybe
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Y

O x

1 pav. Anjezi kreivé.

BD = OB - BC) seka i$ teoremos apie staciojo trikampio statmens BD i iZambine i$
stac¢iojo kampo virsuneés ilgio formulés ir Si teorema gaunama is atitinkamy trikampiy
panasumo), tai y : v/y(a —y = a : x. IS ¢ia gauname Anjezi kreivés lygti dekartinése
koordinatése

y(2* +a®) = a®. (3)

Akivaizdu, kad Anjezi kreivé yra simetriska ordinaciy asies atzvilgiu, abscisiy asis
yra jos asimptoté, taskas C yra bendras generuojancio apskritimo ir Anjezi kreivés
taskas — Anjezi kreivés virsuné; siame taske Anjezi kreivé ir apskritimas turi bendra
liesting, lygiagrecia su abscisiy asimi.

Pagal 3 apibrézima ir (3) lygties matome, kad Anjezi kreivé néra cirkuliarioji
kreivé. Todél norint rasti polinio spindulio israiska reikia spresti kubine lygtj, nes
Anjezi lygtis polinése koordinatése yra [14]:

p*(cos”® psinp) + p(a®sing) — a® = 0.

Anjeziana. Anjezi kreivés konstrukcija galima apibendrinti, kai gaunama kreive,
vadinama anjeziana (zr. [16, 22, 24]). Siuo atveju nagrinéjamas apskritimas 22 +y2 =
by, bréziama tiesé is tasko O kertanti apskritima taske D o ties¢ y = a taske E. I8
tasky E ir D nubrézty tiesiy, lygiagreciy atitinkamai Oy ir Oz asimis, sankirtos
taskas P yra anjezianos taskas. Sios kreives lygties iSvedimas yra analogiskas Anjezi
kreivés lygties iSvedimui, todél uzrasysime tik lygtj, detales palikdami skaitytojams:

y(2* + a®) = ba®. (4)

5 Dioklo cisoidé

Si kreivé yra cirkuliarioji algebriné treciosios eilés kreive (zr. (5) lygti). Tai klasikinis
kreivés, kuri apibréziama geometriskai, pavyzdys.

Apie Sios kreivés atsiradima pasakojama grazi legenda, pagal kuria Delo salos gy-
ventojai kentéjo nuo maro, kurj jiems pasiunté dievai. Pagal orakulo pranasyste dievy
rustybe buty galima sumazinti, padvigubinus kubo formos Dievo Apolono altoriaus
turj [23, 30]. Uzdavinio esmé tame, kad reikia nustatyti kubo briaunos ilgj, kai to ku-
bo tiris buty du kartus didesnis uz duotojo kubo turj. Kubo dvigubinimo uzdaviniui
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L 3 B

2 pav. Dioklo cisoidé.

iSspresti graiky matematikas Dioklas (150-100 m. pr. Kr.) panaudojo Dioklo cisoide
[2, 4, 14, 21]. Si legenda paaiskina, kodél graikai tiek daug démesio skyré tokiam
neturinc¢iam didelés praktinés naudos uzdaviniui kaip kubo turio dvigubinimas. Ci-
soidés pavadinimas kilo nuo graikisko zodzio ,kissos“ (panasus j gebenés lapa), taigi
kiles i§ kreivés formos (2 pav.).

Dioklo cisoidés braiZymas naudojant apskritima. Nubrézkime generuojantj apskri-
tima, kurio skersmuo OA = a ir to apskritimo liestine taske A [2; 4, 10, 14, 15, 21,
25, 28]. Per taska O nubréziame apskritimo kirstine, kuri apskritima kerta taske C,
o liestine — taske B. Toje kirstinéje randame tokj taska P, kad buty teisinga lygybé
OP = CB (2 pav.). Taip gautas taskas P yra cisoidés taskas. Pasuke spindulj OB
apie taska O kuriuo nors kampu ir pakartoje aprasyta konstrukcija, gauname kita
cisoidés taska ir t.t.

Dioklo cisoidés lygties iSvedimas. Cisoidés lygtis dekartinése koordinatése papras-
tai gaunama i$ jos lygties polinése koordinatese [2, 14, 21, 28]. Mes gausime cisoidés
lygti i$ karto dekartinése koordinatése, taikydami tik mokykline geometrija — trikam-
piu panasuma. Sakykime, kad taskas N yra tasko P ortogonalioji projekcija absci-
siy asyje. IS to, kad AONP ~ AOAB ir AONP ~ AOCA gauname proporcijas

OB:a=+/22+y?:2ir OC:a=x: /22 + y2. IS Cia seka, kad

2 2
0B=aYX Y o0—q— "

Kadangi \/W = OB — OC, tai i$ ¢ia gauname cisoidés lygtj:

z(2? +y?) —ay® = 0. (5)
IS sios lygties iSplaukia, kad cisoidé yra cirkuliarioji kreivé simetriska abscisiy asies
atzvilgiu, si lygtis yra (1) lygties atskiras atvejis. Cisoidés Sakos eina | begalybe,

ties¢ © = a — generuojancio apskritimo liestiné, koordinac¢iy pradzios taskas (0,0)
yra cisoidés virsuné o taip pat jos ypatingasis taskas — pirmojo tipo grizimo taskas.
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Tokio tipo ypatingyju taskuy antrosios eilés kreivés neturi, juos turi tik treciosios ir
aukstesniyjy eiliy kreiveés.
Taikydami poliniy ir dekartiniy koordinaciy rysius, gauname cisoidés lygtj polinése
koordinatése
sin? o

cos

(palyginkite su (2) lygtimi).

Kubo dvigubinimo uZdavinio formuluoté. Kubo dvigubinimo uzdavinio formu-
luoté paprasta: sakykime, kad duotojo kubo briaunos ilgis a, o x — ieSkomojo kubo
briaunos ilgis, tuomet z° = 2a3, o = /2. Kitaip tariant, kubo turis lygus a®, jo
briaunos ilgis a, o kubo, kurio turis du kartus didesnis — briaunos ilgis /2a. Dar
papraséiau — kubo tiris 1> = 1, jo briaunos ilgis 1, o kubo, kurio tiiris du kartus
didesnis 2 - 13 = 2, briaunos ilgis ¥/2, nes (V/2-1)% = (v/2)3-13 =2 1.

Graikai nemokeéjo skriestuvu ir liniuote nubrézti atkarpos, kurios ilgis lygus /2.
Jie mokéjo nubrézti atkarpa, kurios ilgis lygus v/2, kaip kvadrato, kurio krastines ilgis
lygus 1, jstrizaine. Tik 1837 metais prancuzy matematikas Pjeras Vancelis jrodé, kad
skriestuvu ir liniuote negalima nubrézti kubo briaunos, lygios ¥/2 [6, 13, 17, 28, 29, 30].
Tai reiskia, kad skriestuvu ir liniuote negalima iSspresti kubo dvigubinimo uzdavinio.
Si uzdavinj galima iSspresti taikant Dioklo cisoide.

Kubo dvigubinimas taikant Dioklo cisoide. Duotosioms atkarpoms a ir b rasime
tokia atkarpa u, kad biity teisinga lygybé u? = a?b [2, 28]. Tuo tikslu nagrinéjame
cisoide (3 pav.), ¢ia O — koordinaciy pradzios taskas, taskas A(a,0), tuomet gene-

D 4
Q
b P _
u= Va2
o) N A(a,0)

3 pav. Kubo dvigubinimas.

ruojancio apskritimo skersmens ilgis OA = a. Ordinac¢iy asyje atidékime atkarpa
OD = b, nubrézkime tiese DA ir sakykime, kad taske P = (z,y) Si tiesé kerta ci-
soide. Nubrézkime tiese OP ir sakykime, kad taske @ $i tiesé kerta generuojancio
apskritimo liesting z = a. Jei taskas N = (z,0), tai tieses PN ir OA yra statmenos
ir eina per taska N. Tuomet u = AQ = Va2b) — ieskomoji atkarpa (3 pav.). Kad
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tuo jsitikintume, samprotaukime taip: kadangi PN =y, ON =z, NA = a — x, tai i§
Dioklo cisoidés lygties (5) turime, kad y?/2® = y/(a — x)), o tuomet teisinga lygybé

i ©)
ON3 NA’
Nesunku pastebéti, kad AOPN ~ AOQA ir AANP ~ ANAOD, todél

PN _4Q PN _OD
ON  OA’ NA  OA°
Kadangi OD = b ir OA = q, tai i$ (6) lygybés gauname, kad

AQ* OD . AQ® b 0 AOP — 4B — o2

m = m, talgl ? = g, todeél AQ =Uu =a b,
o tai ir reiskia, kad u = AQ — ieskomoji atkarpa AQ = u = v/a2b. Taigi grafinis kubo
dvigubinimo uzdavinys gaunamas, kai (3 pav.) a=1,0 0D =b=2:

AQ =u= V2.

6 Kappa kreivée

Si kreivé yra ketvirtosios eilés cirkuliarioji kreivé (zr. (7) lygti). Pirmasis sia kreive
nagrinéjo Zeraras van GutSovenas (Gerard van Gutschoven, 1615-1668) apie 1662
metus [14, 16, 21, 31]. Si kreivé savo i$vaizda primena graikiskos abécélés raide s,
(kappa), (Zr. 4 pav.), ¢ia ji nubrézta pajuodinta linija.

4 pav. Kappa kreive.

Matematikoje ji isimintina tuo, kad buvo vienas i$ pirmyjy pavyzdziy, kuriuo-
se Isakas Barou pademonstravo kreivés liestinés lygties skaiciavima elementariaisiais
metodais. Dar kreive nagrinéjo I. Niutonas ir Johanas Bernuli [31].
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Kappa kreivés braiZymas naudojant apskritimg. Kappa kreivé yra aibé plokstu-
mos tasky, apibréziama tokiu budu. Bet kuriam abscisiy asies taskui D braizomas
apskritimas su centru D ir fiksuotu spinduliu a (4 pav. $is apskritimas nubréztas $tri-
chuota linija). I8 koordinaciy pradzios tasko O nubréziame Siam apskritimui liestine,
kuri liecia apskritima taske P. Kai apskritimy centrai D yra bet kurie abscisiy asies
taskai, tai nurodytu budu gauti taskai P apibrézia kreive, vadinama kappa kreive.

Kitaip tariant Sig kreive galima apibrézti kaip lietimosi tasky, kuriuose is koordi-
naciy pradzios tasko nubréztos liestinés lie¢ia apskritimus, kuriy spinduliai lygus a,
o centrai yra Oz aSyje [21]. IstoriSkai kappa kreivés nagrinéjimas susijes su uzda-
viniu, kuriame reikia rasti tokia kreive: i$ fiksuoto tasko, pvz. O, bréziame radius
vektoriy iki konkrecio kreivés tasko; is to tasko iskelsime statmenj iki spindulio Ouz;
tuomet statmens ilgis yra duotoji atkarpa (4 pav.). IS Sio apibrézimo matome, kad
jis ekvivalentus auksciau duotajam [21].

Taciau yra kitas budas braizyti kappa kreive naudojant jau generuojantj apskri-
tima. Tuo tikslu bréziame generuojantj (nestrichuota) apskritima, kurio centras yra
koordinaciy pradzioje O, o spindulys lygus duotajai atkarpai a (4 pav.). Toliau nubreé-
ziame bet kurj apskritimo spindulj OQ = a ir per taska @ bréziame tiese v, lygiagrecia
su Oz asimi. Per taska O nubréziame spinduliui OQ statmena tiese u, kurj kerta tiese
v taske P = (x,y). Tiesiy u ir v sankirtos taskas P yra kappa kreivés taskas.

Irodymui nubréziame atkarpai OP statmenj PD, ¢ia D yra Oz aSyje. Kadangi
QP || OD, tai ZQPO = ZPOD. Tuomet APOD = AOPQ, nes jie yra statieji, turi
lygius smailiuosius kampus ir OP yra bendras statinis. IS ¢ia seka, kad DP = OQ = a,
taigi strichuotas spindulio a apskritimas su centru taske D liecia tiese u, o tai reiskia,
kad taskas P priklauso kappa kreivei.

Kappa kreivés lygties iSvedimas. Paprastai kappa kreivés Dekarto lygtis yra is-
vedama naudojant jos poline lygti [21]. ISvesime lygti, naudojant tik mokykline geo-
metrija (trikampiy panasuma). Sakykime, kad OD =1, OP = p, PD = a, PA=y ir
OA =z (4 pav.). Kadangi AOPD ~ APDA, tai gauname proporcija « : p = p : I,
todél | = p*/x = (2® + y?)/z, o i§ Pitagoro teoremos turime 1> = p? + a?. I3 §iy
lygybiy seka, kad

2 2\ 2 9
(.13 +y) :( /$2+y2) +(12,

T

22 + 12)2

( m2y ) _ (1:2+y2) — a2,
(2 +y? — ?)

(x2+y2) 5 — a2

(.132 +y2)y2 _ a2x2.

Taigi gavome kappa kreivés lygti dekartinése koordinatése
(z° +y*)y* — a®2® = 0. (7)

Kitas Sios lygties iSvedimo be poliniy koordinaciy budas nurodytas [14] darbe.

IS kappa kreivés lygties matyti, kad ji yra cirkuliarioji ketvirtosios eilés kreivé
simetriska abscisiy asies atzvilgiu. Jos sakos yra begalinio ilgio, koordinaciy pradzios
taskas yra jos virsuné. Polinése koordinatése kappa kreivé uzrasoma tokia lygtimi

p = actgop.
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7 Kardioidé

Si kreivé yra ketvirtosios eilés bicirkuliarioji algebriné kreive (7r. (9) lygti). Kardio-
idé — tai kreive, kuria brézia fiksuotas duotojo apskritimo taskas, kai apskritimas be
slydimo juda iSorine kito tokio paties spindulio apskritimo (vadinamo generuojanciu
apskritimu) puse [10, 14, 16, 21, 25, 26, 35]. Sios kreivés pavadinimas kilo i$ to, kad
jos vaizdas (matematiky nuomoné) panasus j Sirdies vaizda, o Zodis kardioidé graiky
kalba reiskia panasus j Sirdj (5 pav.). Kardioidé yra atskiras Paskalio sraigés atvejis
[21], ji yra epicikloidés pavyzdys (Zr. 2 skyrelj).

Mz M(z,y)

My

5 pav. Kardioidé.

Kardioidés braizymas naudojant apskritima. Nubrézkime generuojantj apskriti-
ma, kurio spindulys a, o centras D(a,0) (5 pav.) [3]. IS koordinaciy pradzios O
bréziame spindulj, kuris apskritimg kerta taske P;. Atidékime Siame spindulyje i abi
puses nuo tasko P; atkarpas lygias apskritimo skersmeniui 2a, tuomet gauname du
taskus: Mj, brézinyje paZyméta ant istisinés linijos, ir M7, pazyméta ant Strichuo-
tos linijos. Pasuke spindulj OP; kuriuo nors kampu ir atlike nurodytus veiksmus,
gauname kitus kardioidés taskus M = (My, Ma, M3, ...) it Mt = (M}, M3, M3, ...)
pavaizduotus ant iStisinés ir ant Strichuotos kreiviy. Tokiy tasky aibé M ir M' yra
kardioideé.

Kardioidés lygties iSvedimas. ISvesime kardioidés, esancios desinéje ordinaciy asies
puséje, lygti dekartinése koordinatése. Turime OD = a, PyM; = 2a, OM; = OP; +
P M, = 20C 4+ 2a. Tarkime E — tasko M; ortogonalioji projekcija abscisiy asyje.
Kadangi AOEM; ~ AOCD, tai gauname, kad CD/OC = y/xz, todél CD = OCZ,
I$ Pitagoro teoremos randame, kad

2 2 2
a’> =0C*+CD* =0C? + <ocy> —oc? +oc*L — oc? (1 + y2>
X X X

http://www.journals.vu.lt/LMR


http://www.journals.vu.lt/LMR

Nuostabios plokstumos kreivés 103

Is ¢ia seka, kad
oc =2 (8)

/22 T y2'
Kadangi AOEM; ~ AOCD todél OD/OC = OM;/EM, taigi a/OC = (20C +
2a)/x. 18 ¢ia seka lygybé ax = OC(20C + 2a), i kuria jraSome OC iSraiska (8) ir,
atlike nesudétingus pertvarkymus

axr

__ am (2 ax —|—2a>

VaZ g\ Va? 4y ’
- 1 2ax+2a\/m
22 +y? = 2ax + 2(1\/3!?@/2

gauname kardioidés lygti dekartinése koordinatése [35]

(2® +y* — 2aac)2 —4a®(2* + y*) = 0. 9)
Belieka jrodyti (paliekame tai skaitytojams), kad kairysis (sStrichuotasis) lankas pa-
pildo desinjji lanka iki visos kardioidés.
IS gautosios lygties seka, kad kardioidé yra bicirkuliarioji ketvirtosios eilés krei-
ve, simetriska abscisiy asies atzvilgiu. Taikydami rysSius tarp poliniy ir dekartiniy
koordinaciy, kardioidés lygtj polinése koordinatése uzrasome taip:

p=2a(cosp +1).

Nefroide. Pazymékime jdomy fakta: jei judancio apskritimo spindulys yra du kar-
tus mazesnis uz nejudancio apskritimo spindulj, tai analogiskai gaunama kreiveé (6 pav.),
vadinama nefroide (graiky kalba inkstas) [14, 16, 22, 33, 35, 36]. Kitaip tariant nef-

P

a

o

6 pav. Nefroide.
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roidé — kreive, kuria brézia fiksuotas duotojo apskritimo taskas P (6 pav.), kai ap-
skritimas be slydimo juda dvigubai didesnio apskritimo iSorine puse.

Si kreivé yra cirkuliarioji algebriné Sestosios eilés kreive (zr. (10) lygti). Nefroidé
irgi yra atskiras epicikloidés atvejis (Zr. 2 skyrelj). Nefroidés kreivés lygtis dekartinése
koordinatése [33, 35]:

(2 +y* — 4a%)° — 108a"y? = 0. (10)

8 Paskalio sraigé

Si kreive yra bicirkuliatioji ketvirtosios eilés algebriné kreive (7r. (12) lygti) [10, 14,
16, 21, 25, 32, 35]. Su Paskalio vardu siejama daug atradimy matematikoje ir fizikoje.
Paskalio sraige (angliskai limagon of Pascal arba Pascal’s snail) pavadinta ne garsiojo
Blezo Paskalio garbei, o jo tévo Etjeno Paskalio garbei, kuris buvo matematikos mégeé-
jas. Paskalio sraigé yra priskiriama traktriséms, t.y. kreivéms, kuriy déka atlickama
kampo trisekcija. Paskalio sraigé yra epitrochoidés pavyzdys (zr. 2 skyrelj).
Paskalio sraigés braiZzymas naudojant apskritima. Nubréziame apskritima, kurio
spindulys lygus a, o centras D(a,0) (7 pav.). Per koordinadiy sistemos pradzios

7 pav. Paskalio sraigé.

taska O nubréziame spindulj, kertant apskritima taske P;. Nuo tasko P; [10, 14,
16, 21, 25, 35] spindulyje OP; | viena puse atidedame atkarpa PyM; = b, ¢ia b —
pasirinkta atkarpa. Sukant spindulj OM; nuo 0° iki 180°, taip gaunama tasky M =
(My, My, M3, . ..) aibé. Sukant spindulj OM; nuo 180° iki 360°, tokia pacia atkarpa
atidedame nuo tasko P; tik j kita puse, nei atidéjome anksciau, ir gauname aibe tasky
MY = (M}, M3, M3,...). Tasky M ir M* aibé ir yra Paskalio sraigé.

Paskalio sraigés lygties iSvedimas. Paskalio sraigés lygties iSvedimui randame
atkarpos OP; vidurio taska C, tuomet OD = a, PLM; = PIMy = b, OM; = OP; +
Py M; =20C + b (7 pav.). I§ Pitagoro teoremos gauname, kad OD? = OC? + C D>
Jei E —tasko M, ortogonalioji projekcija abscisiy asyje, tai AOEM; ~ AOCD, todél
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CD:0C=y:xzt.y. CD=0CY, Tuomet
v\ y? y?
a®> = 0C? + CD? = 0C? + (ch) 2002+OC2$2:OC’2(1+3;2>.

IS ¢ia gauname, kad
0C =22 (11)

Vaz +y?
Kadangi AOEM; ~ AOCD, tai teisinga lygybé OD/OC = OM; /E M, taigia/OC =
((20C + b)) /x, 18 ¢ia seka, kad

ax = OC(20C + ).

Irase i sia lygybe OC israiska i$ (11) ir atlike nesudétingus pertvarkymus

o — ax (2 ax —l—b)

Vit ey )

- 1 <2ax+b\/:c2+y2>
22492 = 2ax+b\/m)

gauname Paskalio sraigés lygti dekartinése koordinatése

(a:2 +y% - 2aa:)2 —b*(2® + yQ) =0. (12)

Skaitytojams palickame jrodyti, kad tasky M' aibé sudaro kreivés lanka, esantj
viduje tasky M aibés.

IS lygties (12) matome, kad Paskalio sraigé yra bicirkuliarioji ketvirtosios eilés
algebriné kreive. Akivaizdu, kai b = a, ¢ia a generuojancio apskritimo spindulys, tai
Paskalio sraigé yra kardioide (zr. (9) lygti).

Taikydami rysio tarp poliniy ir dekartiniy koordinaciy formules, lengvai randame
Paskalio sraigés lygti polinése koordinatése:

p=2acosy+b.

Kampo trisekcijos uzdavinio sprendimas Paskalio sraigés pagalba. Nagrinékime
Paskalio sraige, einancia per generuojancio apskritimo centra L, ir tarkime, kad a = b
(8 pav.). Sakykime, kad reikia kampa /K LN padalyti i tris lygias dalis. Tuo tikslu
nukopijuojame Paskalio sraige taip, kad kampo ZK LN virsuné buty generuojancio
apskritimo centras, o kreivés asis AA’ sutapty su kampo krastine K L.

Prateskime kampo krasting N L iki susikirtimo su Paskalio sraige taske D ir su-
junkime §j taska su tasku A. Tuomet kampas ZADL yra ieSkomasis, t.y. ZADL =
1/3/KLN [2, 21].

Is tikryjy, sakykime, kad ties¢ AD kerta generuojantj apskritimg taske B, sujun-
kime §j taska su tasku L. Trikampiai AABL ir ALBD yra lygiasoniai, nes AL =
LB = BD = a, todél ZADL = Z/BLD = «. Todél ZABL = 2a, taigi ZBAL = 2a.
Is ¢ia gauname, kad /KLN = /BDL + /BAL = a + 2a = 3a = 3ZADL, taigi
ZADL =a =1/3ZKLN (8 pav.).
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8 pav. Kampo trisekcija.
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SUMMARY
Remarkable plain curves

E. Mazétis, G. Melnicenko

People understood the concept of a curve intuitively in ancient times. By observing the trajectory
of a thrown stone, the curvature of riverbanks, the contours of leaves of plants and flowers, people
gradually developed the concept of curve. The paper attempts to discuss such curves, which have
led mathematicians to take a deeper look at the concept of curve and to study the properties of
curves more seriously. The authors use the term “remarkable curves” for those curves of third
and fourth order that give rise to circles (generating circles). The equations of such curves in
Cartesian coordinates can be derived using elementary geometry methods, usually using the similarity
of triangles. The authors believe that the ideas presented in this article will help mathematics teachers
to encourage students to take a more serious interest in the very interesting science of mathematics.

Keywords: circle; algebraic curve; circular curves; circular curves of 3rd order; bicircular curves
of 4th order; doubling of cube; trisection of angle; epicycloid; hypocycloid; trochoid; epitrochoid;
hypotrochoid; witch of Agnesi; agnesian; cissoids of Diocles; kappa; cardioid; Pascal’s snail; nephroid
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