LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B Vilnius
66 tomas, 2025, 109-129 l;:;\sl:rsng

https://doi.org/10.15388/LMR.2025.44462

Netaisyklingos matematikos pavyzdziai lietuviskuose
vadovéliuose

Rimas Norvaisa™

Matematikos ir informatikos fakultetas, Vilniaus universitetas, Lietuva Rr

M Korespondentas: rimas.norvaisa®mif.vu.lt

Iteiktas 2025 gruodzio 3; publikuotas 2025 gruodzio 21

Santrauka. Straipsnyje aptariami netaisyklingos matematikos atvejai vadovéliuose. Pavyz-
dziui, vietoje matematinés sgvokos apibrézties vadovéliuose aiskinami matematiniai simboliai
ir terminai. Kitais atvejais, pagrindziant ar jrodant teiginius naudojami klaidingi ar netri-
vialus faktai taip, lyg buty savaime suprantami. Pateikiame ir loginio samprotavimo klaidy
pavyzdziy. Dalj netaisyklingumo atvejy vadovéliuose paaiskiname matematikos programos
problemiskumu. Kita dalis netaisyklingumo kyla dél tuy paciy temy skirtingo traktavimo skir-
tinguose vadovéliuose. Visais aptariamais atvejais siulome alternatyvius taisyklingus spren-
dimus.

Raktiniai ZodZiai: mokyklinés matematikos turinys; matematikos vadovéliai; taisyklinga matematika;
apibréztis; jrodymas

AMS: 97E50

Tyrimo tikslas, kontekstas ir klausimas

Sis tyrimas yra anks¢iau publikuoty tyrimy tesinys. Juose buvo nagrinétas trupme-
nos savokos vadovéliuose problemiskumas [10] ir geometriniy tranformacijy mokymosi
trajektorija [11]. Dabartinio tyrimo tikslas — identifikuoti netaisyklingos matemati-
kos atvejus lietuviskuose vadovéliuose susijusius su savoky apibrézimais, matematine
kalba ir teiginiy jrodinéjimu, atskleidziant tokiy atvejy priezastis ir pasiulant alter-
natyvius variantus.

Netaisyklingos matematikos identifikavimas ir alternatyvy jai paieska gali padeéti
lavinant mokiniy mastymo diciplina. Racionalaus mastymo, loginio samprotavimo ir
argumentavimo gyvybingumui mokyklinéje matematikoje butina laikytis Siy pagrin-
diniy mokyklinés matematikos principy [16]:
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1. Kiekviena savoka yra tiksliai apibréziama, o savoky apibrézimai yra loginiy
iSvedimy pagrindas;

2. Kiekvienas teiginys yra tiksliai suformuluotas, visada aisku, kas yra zinoma ir
kas néra zinoma;

3. Kiekvienas teisingas teiginys gali buti pagrindziamas logiskai taisyklingu sam-
protavimu;

4. Matematika yra koherentiska: tai audinys, kurj sudaro sgvokos ir gebéjimai,
logiskai suausti | viena visuma;

5. Matematikos zinios yra kuriamos tikslingai, todél kiekviena standartinéje mo-
kymo programoje pateikiama savoka ar gebéjimas turi savo konkrecia paskirtj.

Netaisyklinga matematika laikome tai, kas vienaip ar kitaip priestarauja pagrindi-
niams mokyklinés matematikos principams, jskaitant matematines ir logines klaidas.
Tliustruosime tai funkcijos traktavimo netaisyklingumo pavyzdziais.

Pirma problema, funkcijos sagvoka naudojama tame paciame vadovélyje ja traktuo-
jant pagal dvi skirtingas apibréztis. Funkcija tapatinama su reiskiniu. Tai skirtingos
savokos. Viena ju yra taisyklé (sarysis), o kita yra skaiCius. Su tuo susijes dvipra-
smis kintamojo traktavimas laikant ji ,kintanc¢iu®, dydziu (priklausomas kintamasis)
ir skaiciy aibés elementu, t.y. skai¢iumi. Dviprasmiskumas pasireiskia skaiciuojant
iSvestines: 2/ = 1, 0 2’ = 0. ISvestiniy formulése turétume rasyti (f +g) = f' + ¢/,
o rasome (f(z)+g(x)) = f'(z)+ ¢ (). Be to, funkcijos apibrézimo sritys nusakomos
skirtingai [2, 57 p. ir 12 p.]. Arba, sudétiné funkcija be apibrézimo srities [2, 43 p.].

Apie funkcijos traktavimo problemas rasé A. Kavaliauskas dar 2008 metais. Cituo-
ju[5]: ,Mokyklinéje matematikoje kartais nesilaikoma apibrézimy, svarbios vietos taip
sutrumpinamos, kad jos tampa dviprasmiskomis arba net klaidinanciomis. Taip atsi-
randa prielaidos painiotis ir painioti matematinius objektus. Mokiniai iSmoksta nau-
dotis savybémis, nesuprasdami paciy savoky“. Matysime, kad situacija vadovéliuose
nepagerejo.

Antra problema, néra grieztos atskirties tarp intuityvaus termino apibudinimo ir
teiginio pagrindimo, nuo matematinés apibrézties ir matematinio jrodymo. Reikalin-
gi abu, intuityvus aiSkinimas ir loginis samprotavimas. Pastarasis formuoja pirma-
ji ir tuo budu lavina matematinj mastyma. Matematinis jrodymas yra dedukcinis
argumentas grindZiamas nuorodomis j savoky (matematines) apibréztis ir/arba jro-
dytus teiginius (teoremas).

Siame tyrime palietéme dvi netaisyklingos matematikos temas:

(1) Netaisyklinga matematiné apibréztis ir terminologija. Siai temai priskiriame tai,
kas prasilenkia su matematikos mokymo tyrimuose dominuojanciais matemati-
nés apibrézties reikalavimais (zr. Torkildsen ir kiti [13]). Pavyzdziui, vietoje
savoky apibrézties aiskinami matematiniai simboliai-reprezentacijos arba for-
muluojamos taisyklés ar procediiros. Si tema nagrinéjama 2 skyrelyje.

(2) Netaisyklingi matematiniai jrodymai. Siai temai visy pirma priklauso klaidingi
teiginiy jrodymai. Pavyzdziui, jrodymai ir pagrindimai grindziami nejvardin-
tais faktais arba lygybémis. Pavyzdziui, laipsniy su sveikais rodikliais savybés,
logaritmy savybeés 11 kl vadovélyje. Si tema nagrinéjama 3 skyrelyje.

Tyrimo klausimai. Kokie netaisyklingos matematinés apibrézties, matematinés
kalbos ir teiginiy jrodinéjimo pavyzdziai sutinkami lietuviskuose vadovéliuose, kokios
galimos tokiy pavyzdziy priezastys ir kaip ju iSvengti?
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1 Teoriné prieiga ir metodologija

Mokyklinés matematikos turinio prasmei analizuoti naudojame semanting prieiga
(E. Martin-Fernandez et al. [7]). Ja sudaro G. Frege semantinis trejetas: zenklas,
prasmeé ir reikSmeé (angl. sign, sense and reference).

Semantinis trejetas (Zenklas, prasme, reikSmeé) sudaro straipsnio teorine prieiga
nagrinéjant kaip matematikos vadovéliuose pateikiamos ir interpretuojamos matema-
tinés savokos. Si prieiga padeda suprasti ry$j tarp simbolinio vaizdavimo (Zenklo),
suteikiamos prasmés ar interpretacijos (prasmés) ir iSorinés tikrovés arba referento,
su kuriuo siejasi savoka (reikSmeé). Semantinio trejeto taikymo analizuojant matema-
tikos vadovélius pavyzdziai:

1. Zenklas: gali reiksti vadovélyje naudojamus matematinius simbolius, terminus
ir iSraiskas. Pavyzdziui, analizés temoje simboliu gali buti iSvestinés simbo-
lis (f'(x)), terminas — iSvestiné taske, integralo simbolis ([) arba lygtis, pvz.,
y=mx +b.

2. Prasmeé: tai zenklui (simboliui) suteikiama prasmeé arba interpretacija (aiskini-
mas). ISvestinés simbolio atveju prasmeé gali buti funkcijos kitimo greitis konk-
reciame taske. Integralo simbolio prasme gali buti plotas po funkcijos grafiku.

3. Reiksmeé: tai iSorinis pasaulis arba referentas, su kuriuo susijusi matematiné sa-
voka. Analizés temos kontekste reikSme galéty buti matiniai dydziai, pvz., po-
slinkis, greitis arba pagreitis realaus pasaulio scenarijuose. Pavyzdziui, plotas
po greicio ir laiko grafiku gali reiksti objekto poslinkj.

Teorinés prieigos analizuojant vadovélj taikymo pavyzdziai:

e Nuoseklumas: Ar vadovélyje nuosekliai naudojamas tas pats zenklas (simbolis)
tai paciai prasmei reiksti ir siejamas su ta pacia reikSme?

e Aiskumas: Ar matematinés savokos paaiskintos aiskiai ir tiksliai, kad mokiniai
galéty lengvai suvokti prasme ir susieti ja su reikSme?

e Pavyzdziai: Ar vadovélyje pateikiama pakankamai realaus pasaulio pavyzdziy
ar taikymy, kurie susieja matematines sgvokas su jy reikSmémis?

e Gylis: Ar vadovélyje gilinamasi j matematiniy savoky niuansus ir sudétingus
aspektus, ar jie pateikiami tik pavirsutiniskai?

e Skirtingos interpretacijos: Ar vadovélyje pripazistamos ir aptariamos skirtingos
galimos tos pacios matematinés savokos interpretacijos ir kaip jos susijusios su
skirtingomis reikSmeémis?

e Mokymosi progresija: Ar vadovélis logiskai ir nuosekliai remiasi ankstesnémis
matematinémis savokomis, kreipdamas mokinius nuo paprastesnio prie sudétin-
gesniy?

Netaisyklingos matematikos pavyzdziai paimti iS atsitiktinai pasirinkty matema-

tikos vadovéliy. Panasios problemos budingos daugumai musy vadovéliy.

2 Matematinés savokos ir jy apibréztys
Siame skyriuje aptarsime vadovéliuose sutinkamas funkcijos, funkcijos grafiko, loga-

ritminés funkcijos ir funkcijos konvergavimo bei jos ribos apibréztis. Siais pavyzdziais
iliustruosime kaip yra nesilaikoma matematinés apibrézties savybiy.
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Kai kuriomis apibréztimis jvardijamos tam tikros savybés ir jos pavadinamos ma-
tematiniu terminu. Pavyzdziui, logaritmo ir laipsnio terminai. Tac¢iau néra nei pag-
rindimo, nei komentaro apie tai, kad objektas su jvardintomis savybémis egzistuoja
ir yra vienintelis. Tokios savokos turinys tuscias. Jas vadiname tusciomis squokomis.

2.1 Funkcijos samprata

Tai viena sudétingiausiy savo abstraktumu sagvoky mokyklinéje matematikoje. Jos sam-
pratos evoliucija matematikos istorijoje patyré ne viena reikSminga pasikeitima. Labai
svarbu mokytojams zinoti siuos pokycius ir savo samprotavimuose nenaudoti skirtingy
sampraty. Deja, vadovéliai jtvirtindami funkcijos sampraty jvairove mokytojui nepa-
deda. Tai iliustruojame 2023 metais Sviesos leidyklos isleistu 9 klasés 2 dalies vado-
véliu Horizontai [2]. 12-me jo puslapyje rasoma:

Sakykime, X ir YV yra skaiciy aibés. Funkcija yra taisyklé, kuri kiekvie-
nam skaic¢iui x € X priskiria vienintelj skaic¢iy y € Y. Taisyklé dazniausiai
Zymima viena i$ raidziu f, g, h ar kt. Funkcija uZrasoma taip: y = f(z).
Skaicius = € X vadinamas funkcijos argumentu, o aibé X vadinama funk-
cijos apibrézimo sritimi ir Zymima D(f). Skaifius y € Y vadinamas funk-
cijos reiksme, o aibé Y vadinama funkcijos reiksmiy sritimi ir Zymima

E(f).

Taisyklingumas matematikoje reikalauja tolesniuose samprotavimuose laikytis api-
brézto matematinio objekto savybiu. Pagal Sia apibréztj funkcija sudaro apibrézimo
sritis X, reikSmiy sritis Y ir jas siejanti taisyklé f. Apibréztyje naudojamas loginis
kvantorius ,kiekvienam®, kuris reikalauja nurodyti kintamojo x visy galimy reikSmiy
aibe, Siuo atveju aibe X. Pagal Sig apibréztj, funkcija yra duota tik tada, kai yra
nurodyta jos apibrézimo sritis. Taciau likusioje vadovélio dalyje i matematinio ob-
jekto savybé daznai ignoruojama. Pavyzdziui, funkcijos tyrimo uzduotyse sitiloma
mokiniui nustatyti apibrézimo sriti arba atspéti pagal pasiulyta paveikslélj. Tokios
uzduotys yra ne funkcijos tyrimas, bet jos konstravimas. Kitas pavyzdys yra vadové-
lio 43 puslapyje siulomas sudétinés funkcijos apibudinimas ignoruojant jos apibrézimo
sritj.

Kitas matematinio taisyklingumo pazeidimas cituojamoje apibréztyje yra siulomas
funkcijos ,,uzrasymas”, simboliais y = f(x). Toliau vadovélyje Siais simboliais Zymima
funkcija. Tuo budu yra tapatinama funkcija (taisyklé) su savo reiksme (skai¢iumi).
Taisyklingu ir funkcijos esme atspindinciu zyméjimu galéty buti simboliai f: X — Y.

Be funkcijos Zyméjimo, cituotoje apibréztyje yra dar vienas dviprasmiskumas —
funkcijos reiksmiy sritis. Joje néra nurodyta ar funkcijos reikSmiy aibé {f(x): =z € X}
sutampa su funkcijos reikSmiy sritimi Y, ar ne. Sprendziant pagal vadoveélio turinj,
sios dvi aibés yra laikomos lygiomis.

Minéti netaisyklingo apibrézties taikymo atvejai rodo, kad funkcija vadovélyje
traktuojama ir pagal kita apibrézti (cituojama pagal 2004 [3, 124 p.]):

Taisykle, kuri kiekvienai vieno kintamojo reiksmei priskiria vienintele kito
kintamojo reikSme, vadiname funkcija. Pirmajj kintamajj vadiname funk-
cijos nepriklausomu kintamuoju (argumentu), o antrajj — priklausomu kin-
tamuoju. Aibe ty reikSmiy, kurias gali jgyti nepriklausomas kintamasis,
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vadiname funkcijos apibrézimo sritimi. Aibe ty reiksmiy, kurias jgyja pri-
klausomas kintamasis — funkcijos reikSmiy sritimi. Jeigu = yra funkcijos
nepriklausomas kintamasis, o y — priklausomas kintamasis, tai rasome
y = f(z). Raidé f yra tarsi priskyrimo taisyklés vardas. Daznai patogu
sakyti trumpai: y yra kintamojo x funkcija. Kai néra butina nurody-
ti, kaip pazymeétas priklausomas kintamasis, sakome: f(x) yra funkcija.
Aisku, kad vietoj f galima vartoti ir kitas raides.

Sioje apibréztyje funkcijos apibrézimo sritis yra nusakyta miglotai. Tai aibé ty reiks-

miy, kurias nepriklausomas kintamasis gali jgyti. Todél, pries tai apibréztyje minimas

loginis kvantorius ,kiekvienam“, neturi aiskiai nurodytos kintamojo reiksmiy aibés.
Sekanciame to paties 2004 mety vadovélio puslapyje rasoma:

Kai funkcija yra isreiksta formule ir néra atskirai nurodyta, kokias reiks-
mes gali jgyti nepriklausomas kintamasis, sakome, kad funkcijos apibreézi-
mo sritj sudaro visos Sio kintamojo reikSmes, su kuriomis formulés reiski-
nys turi prasme.

Si pastaba rodo, kad anksé¢iau cituotos 2023 mety funkcijos apibrézimo srities statusas
yra skirtingas nuo 2004 mety apibrézties. Pastaroji apibréztis atitinka reiskinio, ne
funkcijos, apibrézimo sritj.

Sie du cituoti vadovéliai savo funkcijos samprata néra iSskirtiniais. Daugumoje
vadovéliy funkcijoms taikoma priklausomo kintamojo samprata, bet kartu jterpiami
funkcijos su is anksto apibrézta apibrézimo sritimi bruozai. Tokia padétj galima paais-
kinti tradicija atéjusia is sovietiniy vadovéliy. Pavyzdziui, 1972 metais publikuotame
Kocetkovy vadoveélyje [6, 127 p.] rasoma:

Jei vieno kintamojo dydzio x kiekviena reikSme kokiu nors budu atitinka
apibrézta kito dydzio y reikSme, tai sakome, kad turime funkcija. Dy-
dj y S$iuo atveju vadiname priklausomu kintamuoju dydziu, arba funkcija,
o dydj = — nepriklausomu kintamuoju dydziu, arba argumentu. Noré-
dami pasakyti, kad y yra argumento x funkcija, paprastai rasome taip:

y=f(z), y=g(z), y=¢(x) ir t.t..

Funkcijos apibrézimo sritis ir jos kitimo sritis apibréziami kitame Sio vadovélio skyre-
lyje, atskirai nuo cituotos funkcijos apibrézties. Apibrézimo sritis traktuojama kaip
funkcijos savybé ir siulomos uzduotys skirtos nustatyti apibrézimo sritj pagal tai,
kurioje argumenty aibéje funkcija apibéziantis reiskinys turi prasme. Sio pobiidzio
uzduotys isliko musy vadovéliuose iki siy dieny, nepaisant pasikeitusio funkcijos trak-
tavimo.

2.2 Funkcija ir jos grafikas

Funkcijos grafikas yra sutvarkyty poruy aibé, pory, kuriy pirmoji komponenté yra
funkcijos argumentas, o antroji komponenté — funkcijos reikSmeé. Simboliais grafiko
aibé yra {(z, f(z)): = € X}, ¢ia X yra funkcijos f apibrézimo sritis. Sutvarkyta pora
yra matematiné savoka, vienareikSmiskai nusakanti dviejy skai¢iy poros tvarka, t.y.
(u,v) = (s,t) tada ir tik tada, kai u = s ir v = ¢. Taip suprantamas funkcijos grafikas
galéty buti naudojamas apibrézti funkcija, kaip sutvarkyty pory aibe. Tokiu budu
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funkcija tapty atskiru sarysio atveju. Priminsime, kad sarysio savoka naudojama ma-
tematikos programoje nuo 1 iki 12 klasés.

Anks¢iau minétame 2023 m. leidimo Sviesos leidyklos vadoveélyje funkcijos grafiku
suprantama geometriné figira plokStumoje su koordinaciy sistema. Cituoju [2, 14 p.]:

Funkcijos y = f(x) grafiku vadinama visuma koordinatinés plokstumos
tasky (x,y), kuriy abscisés yra argumento z reikSmeés, o ordinatés — ati-
tinkamos funkcijos y = f(x) reikSmes.

Sioje vietoje néra paaiskinimo, kad tasko koordinatés yra sutvarkyta pora ir kg tai
reiskia. Tuo budu nepasinaudojama galimybe jrodinéti, kad funkcijos savybés yra ek-
vivalencios atitinkamoms geometrine figura traktuojamo grafiko savybéms. Tai iliust-
ruosime funkcijos nuliy vadovéline samprata. Cituoju [2, 20 p.]:

Funkcijos nuliais vadinamos x reiksmés ty tasky, kuriuose funkcijos gra-
fikas kerta Ox asj.

Alternatyvi funkcijos nulio savokos apibréztis grindziama funkcijos apibréztimi.
Butent, skaicius ¢ yra funkcijos f nulis, jei argumentg c atitinkanti funkcijos reikSmeé
f(c) = 0. Kai funkcijos reikSmeé f(x) yra daugianaris, funkcijos nuliy radimas gali buti
formuluojamas kaip atitinkamos lygties sprendimas. SkaiCius r yra lygties f(x) =0
Saknis, jei f(r) = 0. Tokiu atveju funkcijos nuliy apibudinimas grafiko taskais galéty
buti formuluojamas jrodomu teiginiu [17, 71 p.].

1 teorema. Funkcijos f nuliais yra jos grafiko ir x-jy asies sankirtos tasky pirmoji
komponenté (arba x-koordinaté, arba abscisé).

Nors vadovélyje funkcijos nulis yra apibréztas auksciau suformuluota jos grafi-
ko savybe, bet kai kuriose vietose ji randama funkcijos reiskinj prilyginant nuliui ir
sprendziant gauta lygti. Toks savokos sampratos keitimas vadovélyje daromas be pa-
aiskinimo: vadovélio [2, 30 p.] 4 pavyzdZio sprendimo patarime. Matematiskai tai-
syklingas tokios situacijos komentavimas turéty buti grindziamas jrodymu. Sia tema
pratesime zemiau kalbédami apie taisykles (zr. 3.1 skyrelj).

Panasiai dviprasmiskai traktuojamos kitos funkcijos savybés, tokios kaip, teigia-
mos funkcijos reiksmeés, didéjancioji funkcija, maziausia funkcijos reikSmeé. Skirtingos
reprezentacijos minétoms savybés turéty buti aiSkinamos jrodymais. Pavyzdziui, uz-
duotis apie teigiamas funkcijos reiksmes.

2 teorema. Tegul f: X — R yra funkcija ir x € X. Funkcijos grafiko taskas (x, f(x))
yra vir§ Ox asies tada ir tik tada, kai teisinga nelygybé f(x) > 0.

Irodymas. Tarkime, kad funkcijos grafiko taskas P = (z, f(x)) yra virs Ox aSies. IS tas-
ko P bréziame statmenj j Ox a8 iki susikirtimo taske A = (x,0). Per taskus A ir P
bréziame skaiciy tiese ¢, kurios 0 yra taske A, o 1 pazymeétas virs Ox asies atstumu
lygiu atstumui tarp 0 ir 1 y-asyje. Tuo budu skaiciy tiesé ¢ yra skaiciy tiesés y-asSyje
kopija ir taskas P yra ties¢je £ tuo paciu atstumu muo nulio, kaip ir taskas (0, f(z))
y-aSyje. Kadangi taskas P yra virs Oz asSies, tai jo antroji koordinaté f(x) skaiciy
tieséje £ uzima atitinkama padétj tarp teigiamy skaiciy. Pagal apibrézima, skaic¢ius
f(z) yra teigiamas kai teisinga nelygybé f(z) > 0. O
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Dar vienas funkcijos grafiko traktavimo problemiskumas susijes su standartiniy
funkcijy grafiky identifikavimu. Pavyzdziui, ignoruojamas faktas, kad tiesinés funk-
cijos grafikas ir plok§tumos figiira tiesé yra skirtingi objektai. Sio fakto jvardijimas ir
dviejy reprezentacijy sarysio paaiskinimas suteikty prasme mokyklinei matematikai.

Ta patj galima pasakyti apie kvadratine funkcijg ir parabole. Vadovélyje parabolei
suteikiamos dvi skirtingos sampratos ir neuzsimenama, kad vadovélio kontekste abi
jos apibrézia ta patj objekta. Cituoju 2023 m. Sviesos vadovelj 9 klasei 2 dalis 95 p.:
,Bet kurios kvadratinés funkcijos grafikas vadinamas parabole®. Toliau, 98 puslapyje,
grafikas tapatinamas su lygtimi: ,Kvadratinés funkcijos f(x) = ax? grafiko — parabo-
lés — lygtis uzrasoma taip y = az?“ Skyrelio gale, 138 puslapyje, parabolé tampa aibe
plokstumos tasky, kurie yra vienodai nutole nuo duoto tasko (zidinio) ir duotos tieseés
(direktrises). Kaip minéta, néra paaiskinimo, kad vadoveélio kontekste Sios kreives
tasky aibé ir tam tikros kvadratinés funkcijos grafiko tasky aibé yra lygios. Sis faktas
yra jrodytas metodinéje medziagoje mokytojams [12].

2.3 Laipsnis ir rodiklis

Vadovéliuose laipsniu vadinamas reiskinys a’, ¢ia a ir b yra realieji skaiciai, a > 0.
Skaicius a vadinamas laipsnio pagrindu, skai¢ius b — laipsnio rodikliu. Su siais ter-
minais susije kiti du terminai laipsniné funkcija = — 2™, x € R, ir rodikliné funkcija
z — a”, r € R. Kai kuriuose vadoveéliy sakiniuose zodis ,laipsnis“ naudojamas ro-
diklio prasme. Pavyzdziui, [14, 33 p.] rasoma ,keliame sveikuoju laipsniu“ ir §i frazé
kartojama daug karty.

Kai kuriais atvejais dviprasmybeé sukelia neaiskumy. Pavyzdziui, vadovélio [4,
26 p.] skyrelio pavadinimas: ,Kaip kelti laipsniu, kurio rodiklis yra 0?“ Toliau
rasoma kitaip: ,keliant skai¢iy nuliniu laipsniu”.

Vadovélyje [15, 44 p.] raSoma ,Abiejose funkciju iSraiSkose argumentas pakeltas
laipsniu, todél sios funkcijos vadinamos laipsninémis funkcijomis®. Pagal §j sakinj,
klaidingai naudojamas terminas yra kito termino pagrindimas. Be to, tekste esan-
¢ios funkcijos apibréztos reiskiniais kz™. Teisingiau buty sakyti: funkcija, kurios ar-
gumentu yra laipsnio pagrindas, vadinama laipsnine. Bet ir tai kelia abejones, nes
laipsnine vadinama funkcija k(z +a)® 4 c. Ten pat, bet sekanciame 45 puslapyje atsi-
randa terminas ,naturaliojo laipsnio funkcija®, kuri reiskia laipsnine funkcija, kurios
rodiklis naturalusis skaicCius. 46 puslapyje — ,neigiamojo sveikojo laipsnio funkcija“
f(x) =2, o faktiskai f(x) = ka™".

Programoje taip pat néra vienodo laipsnio traktavimo. 7 klasé (30.1.1): ,laipsnis
su sveikuoju rodikliu®, ,laipsnio kélimas laipsniu® (34.1.2): “kvadratiné Saknis is
antrojo laipsnio Va2 = lal“ (34.1.3): ,laipsniai su racionaliuoju rodikliu“, ,laipsniai
su naturaliuoju rodikliu“ (3.4.2.2.1): , Apibréziamos ir tiriamos laipsniné funkcija ",
n € {—1,1,2,3}, saknies funkcijos f(z) = ¥/z, n € {2,3}*

2.4 Logaritmas ir logaritminé funkcija

Matematikos programoje logaritmas ir logaritminé funkcija traktuojami dviem budais,
kaip skaiciai ir kaip funkcijos. Sis skirstymas atkartojamas vadovéliuose. Aptarsime
Sviesos leidyklos 11 klasés vadovélius. I ciklo skaiiai ir skai¢iavimai 51 puslapyje api-
bréziamas teigiamojo realiojo skaic¢iaus logaritmas, kurio pagrindas taip pat teigiamas,
nelygus vienam realusis skac¢ius. Tam naudojamas laipsnis, kurio rodiklis — realusis
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skaicius. Nepaisant to, kad pries tai, 33 puslapyje rasoma tik apie laipsnius, kuriy
rodikliai racionalieji skaiciai.

Skaiciaus b (b > 0) logaritmu pagrindu a (log, b) vadinamas rodiklis tokio
laipsnio, kuriuo pakeélus skai¢iy a (a > 0, a # 1) gaunamas skaicius b.
Skaicius @ vadinamas logaritmo pagrindu, b — logaritmuojamu skai¢iumi.

Vadovélyje néra paaiskinta, kodél ,mokame teigiamuosius realiuosius skaicius pa-
kelti bet kokiu laipsniu, kurio rodiklis — realusis skaic¢ius“. Taip pat nepaaiskinta,
kodél kiekvienam duotam teigiamam b egzistuoja skaicius log, b. Kol néra paaiskin-
ta, kad skai¢ius su nurodytomis savybémis egzistuoja, tol matematiné savoka néra
apibrézta. Vietoje matematinés savokos turime tuséia savoka.

Kas vadinama logaritmine funkcija?

Nagrinékime rodikline funkcijg y = 2~ Jos grafikui pritaiky- y
kime atspindzio tiesés y = x atzvilgiu transformacija. Nesunku 54
pastebeti, kad rodiklinés funkeijos y = 2* grafiko tasky koordi- 4]
natés bus apskai¢iuojamos pagal taisykle (x; y) = (y; x). Tasky 3]
absciseés ir ordinates sukei¢iamos vietomis, todél gauname 5
naujg funkcijg x = 2. ©:1)
Pirmajame $io vadovélio cikle i$siaiskinome, kad skaic¢iaus (-310125)

x (x > 0) logaritmu pagrindu a (log, x) vadinamas rodiklis -4 -3 -2 1,0
tokio laipsnio, kuriuo pakélus skai¢iy a (a > 0, a # 1) gauna- //_1 1
mas skaicius x. Sakykime, kad tai y, tad log, x = y, nes @ = x. 2
Nagrinéjamoji funkcija yra x = 2, todél galime uZzrasyti, o ’ -3
kad log; x = y. Nubrézkime dalj tiesés y = x ir simetriskai jos Ju ’ 4]
atzvilgiu atvaizduokime dalj funkcijos y = 2* grafiko. Taigi, S =X

pasinaudojg¢ rodiklines funkcijos apibréztimi ir funkcijy trans-
formacijomis, gavome jai atvirkstine funkcija f(x) = log, x, kuri
vadinama logaritmine funkcija.

Sviesos leidyklos 11 klasés 2 dalies vadovélyje apibréziama logaritminé funkcija [15,
75 p.]. Itrauka su Sia apibrétimi matoma paveikslélyje. Sioje apibréztyje naudojami
keli matematiniai faktai apie atspindzio transformacija ir atvirkstine funkcija. Toliau
siame skyrelyje suformuosime reikalingas savokas ir jrodysime apibréztyje naudoja-
mas savybes. Gale pasiulysime trumpa logaritminés funkcijos apibrézimo mokyklinj
aiskinimo varianta.

Sarysis F' C X x Y vadinamas funkciniu, jei kiekvienam x € X egzistuoja vie-
nintelé sutvarkyta pora (z,y) € F su kuriuo nors y € Y. Priminsime, kad funkcijos
f: X — Y grafikas, zymimas Iy, yra aibé {(z, f(z)): = € X}. Sios funkcijos reiks-
miy aibé, zymima f[X], yra aibé {f(z): x € X} ={y € Y: Jx € X: y = f(x)}.
Taip pat priminsime atvirkstinés funkcijos samprata.

1 apibrézimas. Tegul f yra funkcija is aibés X j aibe Y. Sakoma, kad funkcija f yra
apverciama, jei egzistuoja tokia funkcija g is Y i X, su kuria galioja lygybés

g(f(x)) =z VYreX ir f(g(y) =y YyeY.

Sekantis faktas apie atspindzio transformacija vadovéliuose yra aiskinamas todél
jo irodyma praleidziame.
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1 lema. Tegul A yra plokstumos atspindys diagonalés x =y atzvilgiv. Tada A((z,y)) =
(y,x) su bet kuriais x,y € R.

Taciau dar vieng fakty jrodysime. Priminsime, kad funkcija f: X — Y yra in-
jekcija, jei kiekvienam y € Y yra ne daugiau kaip vienas x € X, kuriam f(z) = y.
Toliau tarsime, kad funkcijos reiksmiy sritis Y yra lygi funkcijos reiksmiy aibei f[X],
nes tokia prielaida daroma vadovéliuose. Esant Siai prielaidai, atvirkstinés funkcijos
egzistavimui néra reikalinga funkcijos siurjekcija.

3 teorema. Tegul f: X — f[X] yra funkcija, I'; yra funkcijos f grafikas ir A yra
plokstumos atspindys diagonalés x = y atzvilgiv. Funkcija f yra injekcija tada ir tik
tada, kai atspindZio vaizdas A(I'y) yra funkcinis sqrysis.

Irodymas. Reikia jrodyti dviejy (priesingy) implikacijy teisinguma. Tarkime, kad tei-
singa tiesioginés implikacijos prielaida, jog funkcija f yra injekcija. Irodysime, kad
A(ly) = {(f(z),z): v € X} yra funkcinis sarysis. Tegul y € f[X]. Reikia jrodyti,
kad egzistuoja vienintelis € X toks, kad (y,z) € A(I'y). Kadangi y € f[X], egzis-
tuoja toks z € X, kad y = f(x). Tarkime prieSingai, egzistuoja du tokie elementai x
ir x9, kad f(x1) =y = f(z2). Kadangi f yra injekcija ir f(x1) = f(z2), tai z1 = z2.
Irodéme, kad A(Iy) yra funkecinis sarysis. Pirmoji implikacija jrodyta.

Dabar tarkime, kad teisinga atvirksStinés implikacijos prielaida, jog A(I'y) yra
funkcinis sarysis. Irodysime, kad f yra injekcija. Tegul 1,22 € X ir f(x1) = f(z2).
Tegul y := f(z1) = f(x2). Pagal prielaida, egzistuoja vienintelé sutvarkyta pora
(y,z) € A(Ly) su kuriuo nors x € X. Tada (f(z1),21) = (f(z2),x2) ir, pagal su-
tvarkytos poros apibrézima, 1 = x5. Irodéme, kad f yra injekcija. Jrodyta antroji
implikacija, o tuo paciu ir visa teorema. O

Sekanti teorema papildo 3 teorema sekanciy teiginiy (a) ir (b) ekvivalentumu. Tai
unversitetinés matematikos faktas jrodytas daugelyje vadovéliy. Mokykloje ji galima
pakeisti funkcijos didéjimo savybe.

4 teorema. Tegul f: X — f[X] yra funkcija, I'y yra funkcijos f grafikas ir A yra
plokstumos atspindys diagonalés x =y atzvilgiu. Sekantys teiginiai yra ekvivalentus:

(a) f yra apverciama;
(b) f yra injekcija;
(¢) atspindZio vaizdas A(I'y) yra funkcinis sqrysis.

Funkcinis sarysis A(I'y) C f[X] x X yra funkcija g: f[X] — X, kuri kiekvienam
elementui y € f[X] priskiria tokj elementa g(y) € X, kad (y,g(y)) € A(Lf). Ar g yra
atvirkstiné funkcijai f? Teigiamg atsakyma paaiSkinsime naudodami lygybe I, =
A(Ff), t.y.

A= {(y,g(y)): yef[X]} = {(f(x),a:) J:EX} =: B.

Aibiy lygybé ekvivalenti tam, kad viena yra kitos poaibiu: A C B ir B C A. Tegul
y € f[X]. Tada (y,g(y)) € A. Kadangi A C B, egzistuoja toks x € X, kad (y,g(y)) =

(f(z),z). Todél y = f(x) ir g(y) = =. Istate antraja lygybe i pirmaja gauname
y = f(g(y)) su laisvai pasirinktu y € f[X]. Dabar tegul x € X. Tada (f(z),z) € B.
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Kadangi B C A, egzistuoja toks y € f[X], kad (f(z),z) = (y,9(y)). Todél y = f(x)
ir g(y) = . Istate pirmaja lygybe i antraja gauname x = g(f(z)) su laisvai pasirinktu
x € X. Remiantis 1 apibréztimi, funkcija g yra atvirkstiné funkcijai f.

1 iSvada. Tarkime, kad teisingos 3 teoremos prielaidos. Jei f yra didéjanti funkcija,
tat A(I'y) apibréZia funkcijos f atvirkstine funkcijq.

3 teoremos taikymui iliustruoti nagrinékime rodikline funkcija f: R — R su reiks-
mémis f(x) = 2%, reikSmiy aibe f[X] = (0, 00) ir grafiku I';. Kadangi rodikliné funk-
cija yra didéjanti, jos grafiko atspindys atzvilgiu diagonalés A(I'y) = {(2%,z): z € R}
yra funkcinis sarysis. Todél egzistuoja funkeija g: (0,00) — R, kuri kiekvienam
y € (0,00) priskiria g(y) = x € R taip, kad y = 2*. Funkcija g paprastai vadinama
logaritmu pagrindu 2 ir Zzymima simboliu log,.

Vietoje vadovélio istraukos, intuityvus bet matematiskai taisyklingas logaritmineés
funkcijos apibrézimo aiskinimas (telegrafiniu stiliumi) galéty atrodyti taip.

Plokstumos taskas (x,y) atspindZiu diagonalés atZvilgiu yra atvaizduoja-
mas § taskq (y,x). Funkcija f yra apverciama tada ir tik tada, kai jos
grafiko atspindys diagonalés atzvilgiu yra funkcinis sqrysis. Siuo sqrysiu
apibréziama funkcija yra atvirkstine funkcijai f. Funkcija yra apverciama,
jei ji yra didéjanti. Kadangi rodikliné funkcija f: R — (0,00) su reiks-
mémis f(x) = 2% yra didéjanti, jos grafiko atspindys diagonalés atzvilgiu
apibréZia atvirkstine funkcije is (0,00) § R, vadinamg logaritmine pagrin-
du 2. Kiekvienam y € (0,00) logaritminé funkcija priskiria tokig reiksme
logy y = x, su kuria y = 2°.

2.5 Funkcijos konvergavimas ir riba

Konvergavimo terminas, kaip ir kai kurie kiti matematiniai terminai mokyklinéje ma-
tematikoje yra sulietuvinti, o atitinkamos savokos dazniausiai néra apibréziamos. Siuo
atveju, vietoje konvergavimo naudojamas zodis ,artéjimas* arba frazé ,riby skaicia-
vimas“. Vietoje matematinés apibrézties mokiniams lieka jas interpretuoti remiantis
intuicija ir gyvenimiska patirtimi. Nesant matematinés apibrézties néra galimybiy
gilinti ir koreguoti intuicija.

Zodziai ,artéjimas“ ir riba naudojami programoje. Pavyzdziui, jos 37.1.2 paragra-
fe ,Funkcijos iSvestiné“ rasoma: ,analizuojama tolydziosios funkcijos visuose funkcijos
apibrézimo srities intervaluose (sic) samprata“. Daugelyje viety pabréziama, kad riba
skaic¢iuojama tik tolydziosioms funkcijoms. Tai reiskia, kad seky konvergavimas néra
numatytas, bet yra reikalingas, kai apibréziamas integralas ir begalinés mazéjancios
progresijos suma. Sekos konvergavimas yra konceptualiai paprastesnis uz (tolydaus
argumento) funkcijos konvergavima. Be to, sekos konvergavimo pakanka apibréziant
(tolydaus argumento) funkcijos konvergavima. Situacija tampa dar labiau sudétin-
gesne apibréziant funkcijos iSvestine. Tenka aiskinti ribos egzistavima taske, kuriame
neegzistuoja funkcijos skirtuminio santykio reiksmeé.

2 apibrézimas. Sakoma, kad skaiciy seka (a,) konverguoja i skaiciy a kai n — oo,
rasoma
lim a, =a arba a, — a,

n—oo
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jei kiekvienam e > 0 egzistuoja toks N € N, kad visiems n > N |a,, — a|] < e. Toks
skai¢ius a vadinamas sekos (a,,) sekos riba.

Funkcijos konvergavima taske ir begalybéje galima apibrézti naudojant sekos kon-
vergavima sekanciu budu.

3 apibrézimas. Tegul X yra realiyjy skaic¢iy aibé ir f: X — R yra funkcija. Skaiciui a
esant X aibés elementy sekos riba, sakoma, kad f konverguoja taske a j skaiciy A ir
Zymima

lim f(z) = A,

Tr—a
jei su kiekviena X aibés elementy seka (x,,), konverguojandia | a ir visiems z,, # a,

flz,) = A

2.6 Geometriniy figury kongruencija ir panaSumas

Vadovéliuose geometrniy figury kongruencijos terminas pakeistas ju lygybés terminu.
Tuo tarpu figury lygybeé kaip aibiy lygybé vadinama ,sutapdinimu®. Kitaip tariant
matematiniy terminy pora kongruencija ir lygybé pakeista pora, atitinkamai, lygybe
ir sutapimu. Problema atsiranda tada, kai reikia jrodyti figury sutapima, nes tada
reikia naudotis aibiy lygybeés apibréztimi. Turime terminy painiava.

Kai kuriuose vadovéliuose [1, 124 p.], trikampiy panasumas apibréziamas remiantis
tik atitinkamy kampy pory dydziy lygybe ir atitinkamy krastiniy pory ilgiy santykiy
lygybe. Tokia panasumo samprata praleidzia esmine dalj — egzistavima transforma-
ciju, kuriy nuoseklus taikymas viena figura atvaizduoja i kita figura (16 uzduotis
mokytojy knygoje [18, 32 p.]). AnalogiSska problema atsiranda kai trikampiy kon-
gruentumas apibréziamas tik metrinémis trikampiy savybémis.

2.7 Reiskiniai

Sviesos leidyklos 9 kl 1 d [1, 33 p.] skaitome: ,raidinis reiskinys — tai skaiciai ir kin-
tamieji, sujungti matematinius veiksmus apibrézianciais zenklais pagal matematikoje
priimtas taisykles®. Tai simbolio apibudinimas, ne apibréztis, nusakanti matematinj
objekta.

Tame pacdiame vadovélyje [1, 85 p.] aptariami veiksmai su reiskiniais. Aiskinamos
simboliy pertvarkymo taisyklés. PavyzdZiui, rasoma: atskliauc¢iame a - (b+ ¢) =
a-b+ a-c’ Kodél tokia taisyklé teisinga? Turétume kalbéti apie skaiciy kairéje ir
desinéje lygybe, gaunama vietoje a, b ir ¢ jstac¢ius konkrecius skaic¢ius. Tokia lygybé
galéty buti vadinama tapatybe. Pagal vadovélio reiskinio samprata negalime kalbéti
apie reiskiniy lygybe tarpusavyje, ju lygybe skaiciui, nes lygybé turi prasme tik tarp
skaiciy.

Toliau 87 puslapyje nagrinéjamas reiskinio reiksmés apskaiciavimas. Klausimas,
kokias reiksmes galime naudoti? Toliau 89 puslapyje nagrinéjamas trupmeninis reis-
kinys ir jo apibrézimo sritis.

»Reiskinys, sudarytas i$ raidziy ir skaiéiu (ju gali ir nebuti), susiety sudéties, at-
imties, daugybos, dalybos, kélimo laipsniu, Saknies traukimo veiksmais ir skliaustais,
vadinamas algebriniu (raidiniu) reigkiniu® Siuloma algebriniy reiskiniy klasifikacija

pavyzdziais — netiksli. Kitame puslapyje trupmeninis reiskinys tiksliau: %. ,Visy
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kintamojo x reikSmiy, su kuriomis trupmeninis reiskinys turi prasme, visuma vadina-
ma trupmeninio reiskinio apibrézimo sritimi, arba leistinomis x reikSmémis®.

Toliau 92 puslapyje nagrinéjamas trupmeniniy reiskiniy prastinimas. Atsiranda
problema — suprastinus keiciasi reiskinio apibrézimo sritis. Ar pradinis ir suprastintas
reiskiniai yra lygus? Pavyzdziui 103 puslapyje 6 uzduotis: ,Patikrinkite, ar lygybés
teisingos. Savo sprendima pagriskite“. Pagal ka sprendziame apie reiskiniy lygybe?
Simboliy vienoduma abiejose lygybés pusése ar skaiciy lygybe? 1 pav. desinéje esancio
reiskinio apibrézimo sritis R\ {3}, o kairé¢je esancio reiskinio apibrézimo sritis R\ {0, 3}.
Tikriausiai lygybé suprantama ne tarp skaiciy, o tarp simboliy.

—
(x+e)(x-3) _> (x+o6)(x=3) _ x+to
x(x-3) x(x=3) = X

1 pav. Reiskiniy lygybe.

Taisyklingas reiskiniy lygybés formulavimas Siuo atveju yra toks: visiems realie-
siems skaic¢iams z, iSskyrus z = 0 ir x = 3, teisinga reiskiniy lygybé

(x +6)(x—3) $+6'

r(zx—-3) oz

Tai yra reiskiniy lygybé bendroje ju apibrézimo srityje.

Toliau 97 puslapyje nagrinéjamas trupmeniniy reiskiniy bendravardiklinimas —
vardikliy sandauga. Skiriasi nuo trupmeny bendravardiklinimo — bendras maziausias
kartotinis. Naudojamos abi sampratos. Pavyzdiui, 99 puslapyje 5 uzduotis: nustatyti
trupmeny maziausia bendrajj vardiklj. Tuo tarpu 114 puslapyje ,,maziausiu bendruoju
vardikliu® vadinama vardikliy sandauga?

2.8 Tiesés krypties koeficientas

Sviesos leidyklos 9 klasés 2 dalies vadovélyje [2, 88 p.] formuluojama tiesés krypties
koeficiento formulé. Kodél siuloma formulé korektiska, t.y. kodél jos reikSmé ne-
priklauso nuo pasirinkty tasku (z1,y1) ir (z2,y2)

k= y2—y1?
To — X1

Sis klausimas tikriausiai tinka absoliu¢iai daugumai vadovéliy, kuriuose pateikiama i
formulé. Tiesés krypties koeficiento korektiSkumas aptariamas ir jrodinéjamas meto-
dinéje medziagoje [12].

3 Teiginiy jrodinéjimas
Irodinéjimui svarbios matematiniy objekty apibréztys, ju savybés bei logika besire-

miantys samprotavimai. Visais Siais aspektais susiduriame su netaisyklingu matema-
tikos traktavimu.
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Tipiskas netaisyklingas jrodinéjimas vyksta ignoruojant naudojamy savoky api-
bréztis ir nurodant ne visas, o tik kelias priezastis. Iliustruosime tai TEV leidyklos
7 klasés 1 dalies skyrelyje ,, 1.3 Irodymas® [8, 22 p.]. 1 teoremos jrodyme nejvardinta
staciakampio apibréztis ir néra nurodoma naudojamy fakty kilmé ir rysiai su kitais
faktais. Taciau ta pati teorema, bet su staciakampio apibréztimi, yra sio vadoveé-
lio 2 dalyje [9, 16 p.]. 2 teoremos teiginio loginéje formoje naudojamas visuotinumo
kvantorius ,kiekvienam“ Tuo ji skiriasi nuo 1 teoremos teiginio loginés formos. Dél
visuotinumo kvantoriaus jrodinéjimas priestaros budu reikalauja paaiskinimo. Apskri-
tai, néra aptariamos galimos skirtingos teoremuy teiginiy loginés formos.

3.1 Taisykleés

Taisyklés — teiginiai be pagrindimo — naudojami vietoje pagrindimo. Geriausiai zino-
mi taisykliy pavyzdziai yra aritmetiniai veiksmai su trupmenomis. Taciau taisyklés
dominuoja kiekvieno vadovélio turinyje.

Cia pateiksime tik vieng taisyklés pavyzdj ir atitinkamo teiginio jrodyma. Sviesos
leidyklos 9 klasés 2 dalies vadovélyje [2, 59 p.] formuluojama taisyklé: ,Norint apskai-
Ciuoti tasko, kuriame funkcijos grafikas kerta Oz as}, koordinates, vietoje y arba f(x)
jirasomas nulis (sic) ir apskai¢iuojama to tasko z koordinaté. Sio tagko koordinatés
yra (x;0)“ Vietoje taisyklés galéty buti teiginys.

1 teiginys. [rodyti, kad funkcijos f grafikas kerta Ox as$j taske (x,0) tada ir tik tada,
kai x yra lygties f(x) = 0 sprendinys. (Sis sprendinys vadinamas funkcijos nuliumi).

Jrodymas. Tegul f: X — R yra funkcija. Funkcijos f grafikas I'y yra aibé {(z, f(z)):
x € X}. Koordinaciy Oz asis O, yra tasky aibé {(z,0): = € R}. Grafiko ir asies susi-
kirtimo tasky aibé yra sankirta I'fNO,. Pagal apibrézima, dvi sutvarkytos skai¢iy po-
ros lygios tada ir tik tada, kai jy pirmosios ir antrosios komponentés yra lygios. (Toks
apibrézimas formuluojamas aiskinant koordinaciy sistema.) Jei x € X ir (z, f(x)) =
(2,0), tai f(x) =0. Lygybe traktuojant kaip lygti, randame x reikSme. O

3.2 Laipsnis ir rodikliné funkcija

Keletas bendro pobudzio pastaby apie musy vadovéliuose pristatomus laipsnius, Sak-
nis ir rodiklines funkcijas. Pirma, reikéty aiskiai skirti apibrézties motyvavima euris-
tiniais argumentais nuo teoremos ar savybeés teiginio pateikiamus su jrodymais. Ma-
tysime, kad 7 klasés vadoveéliuose Sio reikalavimo nepaisoma apibréziant laipsnius su
sveikais neteigiamais rodikliais.

Antra, atkreipsime démesj j tai, kad laipsniai su racionaliaisiais rodikliais yra
rodikliniy funkcijy reikSmés, o ne tik faktai apie skaicius, kuriuos reikia prisimin-
ti. Funkcijos samprata suteikia rodiklinés funkcijos savybéms reikalinga paaiskinantj
konteksta. Laipsniai ir Saknys vadovéliuose pateikiami kaip skaiciy faktai vadovau-
jantis programa.

Trecia, matematiné apibréztis nesukuria matematinio objekto su nurodytomis sa-
vybémis. Tokio objekto egzistavimas ir vienatis formuluojami teorema, kuri, esant
galimybei, jrodoma. Musy vadoveéliuose apibréziama Saknis be jokio komentaro apie
jos egzistavima ir vienatj. Be vienaties dauguma teiginiy apie skaiciy lygybes yra ne-
pagristi.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 66:109-129, 2025


https://doi.org/10.15388/LMR.2025.44462

122 R. Norvaisa

Laipsniai su sveikuoju neteigiamu rodikliu Laipsniai su sveikais teigiamais
rodikliais apibréziami, pagal vadovélj ,uzrasomi“, kartotine sandauga, t.y. a" =
a-a-...-a, n dauginamyjy, [8, 28 p.]. Pirmos problemos kyla tada, kai laipsniy ro-
dikliai yra neteigiami sveikieji skaiciai a® ir ™. TEV ir Sviesos leidykly 7 klasés
vadovéliuose Sie laipsniai apibudinami tekstu, kurio sakiniai neturi nurodyto loginio
statuso: apibréztis ar teorema. Taciau siekiama daryti jrodinéjimo jspudj. Parodysi-
me, kad siulomas jrodinéjimas yra klaidingas.

2.6. Laipsnis su sveikuoju neigiamuoju rodikliu

Raskime laipsniy 4° ir 4° dalmeni: 4° : 4> = 1, nes dalinys ir daliklis yra lyggs.
Taikydami laipsniy su vienodais pagrindais dalmens taisykle, gautume, kad 4°:4° =475 =40
Gavome, kad 4" = 1.

Skaiciaus, nelygaus nuliui, nulinis laipsnis lygus vienetui, t.y. a°® = 1.
Reiskinys 0° neturi prasmes.

I8 tikryjy: kai a # 0, taia” : a" = % = 1, nes dalinys ir daliklis yra lygas.
Beta" : a" = a" ™" = 4. Vadinasi,a® = 1 (a # 0).

Pavyzdiiui: (-8)° =1; (3)'=1 (-0,7°=1.

Taikydami laipsniy su vienodais pagrindais dalmens taisykle, raskime laipsniy 42ir4° dalmenj:
4245 =427 =473,

2,045 _ 4 _ 44 1 _ 1 -3_ 1
Bet 4< : 4 —ﬁ—m—m—?‘Gavome,kad4 =3

a™" = 2 (a # 0; n yra nataralusis skai¢ius).

I3 tikryjy: viena vertus, ak : k7 = gk=k+m) = g=n,

k k
ki gktn — a 4 L. Taigi,a™" = L.

qktn T gk.gn T a™*

Kita vertus, a

2 pav. TEV leidydklos vadovélio 36 puslapis.

Siekiant gauti lygybe 4° = 1, samprotaujama pasitelkiant laipsniy 4° ir 4° dalmenj
4% : 45, I8 vienos pusés, turime israiska 4° : 4° = 1, nes, pagal dalmens apibrézti,
45 = 45.1. I8 kitos puses, taikant ,laipsniy su vienodais pagrindais dalmens taisykle®,
rasoma kita to paties dalmens israiska

45 1 45 = 4575, (1)

Kadangi 5—5 = 0, tai abi dalmens 4° : 4° israiskos, dél lygybés sarysio tranzityvumo,
tariamai, duoda norima lygybe 4° = 1. Sis samprotavimas yra pirmos trys eilutés
matomos 2 paveikslélyje. Vienintelis neaiskus dalykas Siame samprotavime yra (1)
iSraiska pagrindzianti taisykleé.

Minéta laipsniy su vienodais pagrindais dalmens taisyklé yra laipsniy a™ ir a”
su naturaliaisiais rodikliais m ir n, atitinkamai, dalmens lygybé laipsniui ™", kai
m>n, t.y.

Ji irodyta tame pac¢iame vadovélyje 6 puslapiais anks¢iau (zr. 3 paveikslelj).
(1) lygybeé vadovélyje néra pagrista dél dvieju priezasCiy. Pirma, rodikliai m =5

ir n = 5 netenkina prielaidos, kad m > n. Antra, skaitinis reiskinys 4°~° neturi
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Padalykime, pavyzdZiui, laipsnj 4° i§ laipsnio 4°:
5 dauginamicji
5.43_4 _4-4-4-4-4 _ _ 42
Pl =5=0% 4.4 =42
3 dauginamieji 2 dauginamieji
Dalydami 4° i§ 43, gavome laipsnj, kurio pagrindas yra toks pat, kaip ir dalinio su dalikliu, t.y. 4,
o laipsnio rodiklis lygus laipsniy 4° ir 4 rodikliy skirtumui, t.y. 5 — 3 = 2.
Dalydami laipsnius su vienodais pagrindais, laipsnio pagrinda paliekame tokj pat, o i§ dalinio
rodiklio atimame daliklio rodiklj, t. y.

a™ :a" = a7 (¢am, n yra nataralieji skaiciai, m > n; a # 0).

m dauginamyjy
T s.om., . n_d' _4d-da-d-d-d-...-d _ __ _m—n
IStlkIL}]q.ﬂ ida =ar = a-d-d-.. .-d =a-a-a-...-a=da .
—_— . i
n dauginamujy m—n dauginamyjy

3 pav. TEV leidyklos vadovélio 30 puslapis

prasmés tol, kol néra apibréztas laipsnis 4°. Matematiné lygybé turi prasme, kai abie-
jose lygybés pusése yra skai¢iai. Siuo atveju tokio skaic¢iaus desinéje néra. Todeél
(1) lygybé nepagrista, kaip ir i$ jos daroma isvada 4° = 1. Naudojamas klaidingas
samprotavimas vadinamas ciklisku argumentu?

Analogigkas samprotavimas naudojamas siekiant gauti lygybe a® = 1 kai laipsnio
pagrindas yra bet koks nelygus nuliui realusis skaicius a . Pirma, pasiulomas teisingas
teiginys a™ : ™ = 1. Antra, pasitilomas nepagristas teiginys a™ : a™ = @™~ ". DeSinéje
lygybés puséje esantis algebrinis reiskinys neturi prasmeés nei su viena a arba n reikSme
tol, kol neapibréztas reiskinys a®. Todél isvada ,vadinasi a® = 1“ nepagrista, ji taip
pat yra cikliskas argumentas.

Taisyklingais argumentais gali buti vienas arba kitas i sekanciy dviejy. Pirma,
laipsnis su nuliniu rodikliu apibréziamas. Antra, laipsnis su nuliniu rodikliu jrodomas
remiantis [12, 9.2 teoremal, kaip ten jrodoma (39) iSvada.

Panasus samprotavimas naudojamas toliau gaunant laipsnio su neigiamu sveikuoju
rodikliu iSraiska (Zr. 2 pav. antra fraze mélyname fone). Butent, remiantis laipsniy
su vienodais pagrindais dalmens taisykle (2), rasoma lygybe

ak . ak+n — ak—(k-‘rn)7 (3)

ia k ir n yra nattralieji skaiciai. Siuo atveju laipsniy a* ir a*+" rodikliai netenkina
naudojamos taisyklés prielaidos k& > k + n. Kadangi (3) lygybés desSinéje esantis
reiskinys yra kaip tik toks, kuriam sis samprotavimas turéty suteikti prasme, turime
dar viena ciklisko argumento pavyzdj. Vel gi, taisyklingais argumentais yra arba
apibréztis, arba jrodymas remiantis [12, 9.2 teorema], kaip ten jrodoma (41) iSvada.

Ciklisko argumento diagnozé paskirta TEV leidyklos vadovélyje naudojamame
samprotavime. Ta pati samprotavimo klaida daroma pagrindziant laipsniy su sveikais
neteigiamais rodikliais israiskas Sviesos leidyklos 7 klasés vadovélyje [4]. Atsivertus
26 puslapj, lenteliy stulpelyje ,,Kodél?* matome, kad skaic¢iaus kélimo nuliniu ir nei-
giamu rodikliu israiskos gaunamos taikant laipsniy su vienodais pagrindais dalybos

2 Cikligkas argumentas (lot. circulus in demonstrando, dar Zinomas kaip petitio principii) — ar-

gumentacijos klaida, daroma tuomet, kai iSvada, kuria norima jrodyti, tame pac¢iame argumente
panaudojama kaip galimai perfrazuota prielaida. Pagal Wikipedia
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formule
e, (@

¢ia a # 0, m ir n — natuiralieji skai¢iai. Si formulé pateikiama 17 vadovélio puslapyje
be komentary ir nutylint, kad jos nepagrindziamos tame puslapyje esan¢iomis iliust-
racijomis, kai laipsniy rodikliai susije nelygybe m < n. Butent tokiu atveju formulé
taikoma 26 puslapyje.

To paties vadovélio 30 puslapyje suformuluotos désniais vadinamos laipsniy savy-
bés, kai rodikliai yra sveikieji skaic¢iai. Niekur aplinkui nesimato, kad buty bandoma
pagristi désniy teisinguma. Pagrindimo nebuvimas siame vadovélyje reiskia, kad mo-
kiniui désnius reikia mokytis mintinai.

Ne ka geriau TEV leidyklos vadovélyje [8] pagrindziami laipsniu su sveikaisiais
rodikliais désniai. Vietoje klaidingo argumento, dabar samprotaujant atsiranda nuo-
seklumo plysiai. 38-ame vadovélio puslapyje, pagrindZiant lygybe a=™ - a" = a=™",
kai m ir n yra naturalieji skai¢iai samprotaujama taip:

n

afm .an — aim .an — sim (3:) anfm — afern'

Klausimas, kodél teisinga 3-ioji lygybé? 30 puslapyje esantis Sios lygybés pagrindi-
mas galioja tik esant teisingai prielaidai n > m. Viena galimybé buty pasinaudoti
kartotinés daugybos apibréztimi ir suprastinti bendruosius daugiklius. Kita galimybé
buty naudoti tuos pacius désnius kai rodikliai yra naturalieji skaic¢iai. Pavyzdziui, jei
m > n, tai atliekame tokj vardiklio pertvarkyma a™ = a(m=™*" = g™~ . ¢" skai-
tiklyje ir vardiklyje suprastiname daugiklius a™ ir gauname reikalinga 3-iaja lygybe:
a” 1

a™ am—n . gn am—n

—m+n

Jei n > m, panasiai pertvarkome skaitiklj. Ta pati samprotavimo nuoseklumo proble-
ma kyla aiskinantis kity désniy jrodymus TEV leidyklos vadovélyje. Samprotavimas
su nuoseklumo plysiais mokiniui gali kelti supratimo sunkumuy.

Laipsniai su racionaliuoju rodikliu Pagal iSpléstinio kurso 11 klasei matemati-
kos programa, laipsniai su racionaliuoju rodikliu nagrinéjami skyriuje 35.1.3 skaiciai
ir skai¢iavimai. Aptarsime §ios temos déstyma Sviesos leidyklos 11 klases vadovely-
je [14]. Pagal programa, turéty buti apibréziama laipsniy su racionaliuoju rodikliu
savoka. Vadovélyje apibréztimi laipsnio simboliui a™ suteikiamas tik terminas (%r.
4 pav.).

APIBREZTIS

m
Laipsnis a", kurio pagrindas a > 0, m — sveika-
sis skaicius, o n — nataralusis skaicius, vadina-
mas laipsniu su racionalitoju rodikliu.

4 pav. Laipsnio apibréztis [14, 33 p.] vadovélyje.
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Laipsnio su racionaliuoju rodikliu savokos matematinés apibrézties néra. Kai ku-
riuose vadovéliuose §i savoka apibréziama naudojant n-tojo laipsnio Saknies savoka.
Bet programa eliminuoja Sig galimybe reikalaujant jrodyti atitinkamy laipsnio ir Sak-
nies lygybe: a™» = {/a™. Vadovélyje n-tojo laipsnio Saknis nagrinéjama po laipsnio.

Toliau aptarsime laipsniy su vienodais pagrindais daugybos formule

af - a? = aPt, (5)

¢ia a > 0, p ir ¢ yra racionalieji skai¢iai. Sios formulés jrodymas vadovélyje matomas
5 pav.

Jeia>0,b>0,0pir q - bet kokie racionalieji
skaiciai, tai yra teisinga lygybé a? - a® = a7 *1.

Jrodymas

Kaia>0,p= %, og= % (lir m — sveikieji skaiciai, k ir
n — nataralieji skaiciai), kairiaja lygybés ar - a1 = ar+q

puse keliame sveikuoju laipsniu nk:
1
(ap . aq)nk =qgp k. gqnk = gk

<k . %""‘ - al-n .am k.
Gauto reiskinio laipsniy rodikliai yra sveikieji skaiciai,
todel taikome laipsniy su sveikuoju rodikliu daugybos
savybe:

al n,ogm-k=gln+mk

Desiniaja lygybés puse keliame sveikuoju laipsniu nk:
Lo om,

(a;vh;)u.k = gp-nk+q-nk = a?"’”i nk =gl-ntm-k

Vadinasi, a” - a® = af *9.

Jrodyta.

5 pav. Laipsnio savybé 33 puslapyje.

(5) lygybés jirodymas vadovélyje grindziamas teiginiu: jei du skaicius pakélus tuo
padiu laipsniu gausime lygybe, tai skaiiai yra lygus [12, 9.6 lema]. Teiginys panasioje
formoje vadovélyje niekur néra formuluojamas, nors daugelyje viety naudojamas. Pati
n-tojo laipsnio apibréztis formuluojama toliau, 42-ame puslapyje.

Irodymas pradedamas lygybe: (a?-a?)"* = aP"*.q%™*  Vienoje lygybéje apjung-
tos dvi savybés: laipsniy su vienodais naturaliaisiais rodikliais daugyba ir laipsnio
kélimas laipsniu. Taikant jas skyrium ir nuosekliai, gauname dvi lygybes:

(ap . aq)"k O (ap)"’“ - (a®)"* @ aP k. qank.
(1) lygybé yra laipsniy su vienodais natiraliaisias rodikliais daugyba, t.y. (u-v)"* =
u™ 9™ Ea u = aP ir v = a?. Ji buvo deklaruojama 7-oje klaséje. Ka reiskia ir kodel
teisinga (2) lygybe? Imkime pavyzdj p = % ir nk = 2. Tada (2) lygybés abiejose
pusése esantys pirmieji daugikliai yra

(@)™ = (a?)” = (a?) - (a?) i @’ =a?=aith,

Nl
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Tam, kad jie buty lygus turime remtis lygybe, kuri jrodinéjama vadovélyje sup = ¢ = %
ir kurios jrodyma nagrinéjame ¢ia. Vadovélio jrodymas yra loginé klaida vadinama

ciklisku argumentu.

Laipsnio kélimas laipsniu

Jeia>0,b>0,o0pirq - bet kokie racionalieji
skaiciai, tai yra teisinga lygybé (a?)1 = ar4.

Jrodymas

Kaia>0,p= %, ogq= T": (Iir m - sveikieji skai¢iai,

k ir n - naturalieji skaiciai), kairiaja lygybés (a”)? = a1
puse keliame sveikuoju laipsniu nk:

I m

((ap)q)rrk — (ap)q k= gp-q-nk = a?\‘— n

- nk _ a" "
Desinigjg lygybés puse keliame sveikuoju laipsniu nk:

I m

(apq)nk = gh1-nk = 11?»? o =qglm,

Vadinasi, (a”)? = ari.

Jrodyta.

6 pav. Laipsnio savybé [14, 34 p.| vadovélyje.

Antroji savybé, laipsnio kélimas laipsniu, iki Siol buvo deklaruojama tik sveikie-
siems skaiciams p ir ¢q. Kitame vadovélio puslapyje pateikiamas Sios savybés apibend-
rinimo racionaliesiems laipsniams jrodymas (zr. 6 pav).

Pirmoji jrodymo lygybé turi problema — laipsnis su racionaliuoju rodikliu ¢ kelia-
mas laipsniu su natiiraliuoju rodikliu nk. Si savybé dar néra jrodyta, ji tik jrodine-
jama. Antroji lygybeé turi ta pacia problema. Veiksmai atliekami su desinéje lygybés
puséje esanciu reiskiniu taip pat turi tos pacios rusies problema. Visy likusiy 34 pus-
lapyje esanciy laipsniy savybiy jrodymai taip pat klaidingi.

Taisyklinga alternatyva Rodikliné ir logaritmné funkcijos yra naudingos savo sa-
vybémis realiy reiskiniy modeliavimui ir todél svarbios. Rodikline funkcija aprasomas
kitimas vadinamas eksponentiniu. Tuo paciu ju matematiné apibréztis ir savybiy pag-
rindimas yra sudétingi. Aptarsime keleta eksponentinio kitimo pateikimo varianty.
Ju formulavimas yra elegantisSkesnis kai apibréztis

a”:=a-...-a n dauginamyjy.
papildoma reiksme nulyje, t.y. a® := 1, ¢ia a yra teigiamas realusis skaic¢ius.
5 teorema. Sekantys teiginiai apie funkcijo f: N — R, yra ekvivalentus:

(E1) kiekvienam d € N egzistuoja toks A € Ry, kad

fn+d)=X-f(n) kiekvienam n € N;
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(E2) kiekvienam d € N egzistuoja toks k € R, k > —1, kad
fn+d)— f(n)=k- f(n) Fkiekvienam n € N;
(E3) egzistuoja tokie a,c € Ry, kad
f(n)=c-a" kiekvienam n € N.

(E4) seka (f(n))nen yra geometriné progresija, t.y. seka, kurios bet kuriy dviejy gre-
timy nariy santykis yra pastovus skaicius.

Rodiklines funkcijas, o tuo paciu ir logaritmine funkcija, mokyklinéje matematiko-
je galima konstruoti dviem budais. Pirmuoju budu apibréziame naturalaus logaritmo
funkcija naudodami integrala, o tada rodikliné funkcija su pagrindu e, t.y. eksponen-
tine funkcija, yra atvirkstine funkcija logaritminei. Sis biidas matematiniu pozitiriu
yra elegantiskiausias bet reikalauja santykinai sudétingy priemoniy mokyklinio am-
Ziaus vaikams. Juo geriau naudotis 11/12 klasése.

Antruoju budu rodikliné funkcija apibréziama racionaliyjy skaic¢iy aibéje darant
prielaida, kad egzistuoja apibréztyje nurodyta funkcija.

4 apibrézimas. Tegul a € R;. Funkcija f,: R — R vadinama eksponentine, jei ji
yra vienintelé, tolydi, fo(1) = a ir

falx +y) = falx) - faly) kiekvienam z,y € R.

Sios funkcijos egzistavimas jrodomas pirmuoju budu véliau, kai tam paruosiami
mokiniai. Tokiu budu galima susipazinti su rodiklinés funkcijos savybémis pakanka-
mai anksti naudojant tik elementarias priemones ir paprastus samprotavimus. Ta-
da logaritminé funkcija yra apibréziama kaip atvirkstiné rodiklinei funkcijai. Musy
vadovéliuose tradiciskai rodikliné funkcija konstruojama su racionaliaisiais laipsniais
naudojant n-tojo laipsnio Saknis.

4 Priezastys ir pasekmés

Matematikoje apibréztis suteikia savokai arba terminui tikslig prasme. Pavyzdziui,
funkcija yra sarysis (taisyklé) tam tikru budu siejantis skaic¢ius priklausancius nurody-
toms aibéms. Apibréztimi nurodomos tokios savybés, kurios yra pakankamos identi-
fikuoti objekta ir nustatyti visas kitas jo savybes. Kadangi matematiniai objektai yra
abstraktus, iSskyrus jy savybes, néra kity budy juos vienareiksmiskai identifikuoti.

Kai néra paaiskinimo, kad savokos turinys néra tuscias, t.y. egzistuoja matemati-
niai objektai su nurodytomis savybémis, formuojamas poziuris, kad matematika yra
tik kalba. Tiksliau formuojamas pozituris, kad matematika turi sintakse, bet neturi se-
mantikos. Kalbos dalyko atveju tai reiksty, kad turime kalbos gramatika, bet néra
ta kalba reiskiamy objekty. Tokia kalba neturi paskirties, o tuo paciu ir prasmeés.

Matematikoje jrodymas yra priemoné jgalinanti palyginti ir tarpusavyje sieti skir-
tingas savokas. Tuo budu konstruojamas paveikslas, kuriame ryskéja jvairus mate-
matinés veiklos tikslai. Kitaip tariant, matematikos zinios jgyja prasme ir motyvuoja
besimokantjji gilintis j dalyko nagrinéjima. Kitu budu visa tai yra isreikSta jvade
suformuluotais pagrindiniais matematikos principais.
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Priezastimi nesilaikyti aptariamy principy gali buti matematikos mokymosi tikslo
lavinti mastyma nevertinimas. Toleruodami netaisyklinga matematika prarandame
galimybe siekti matematikos mokymo tiksly. Siame straipsnyje apzvelgeme tik dalj
vadovéliuose pastebéty netaisyklingos matematikos pavyzdziy. Apie kitus pavyzdzius
bus rasoma ateityje.

Literatura
[1] J. Gedminiené, I. Sukiené, D. Riukiené, J. Jaciauskaité. Matematika. Vadovélis 9 klasei
1 dalis. Serija Horizontai. Sviesa, 2023.

[2] J. Gedminiené, I. Sukiené, D. Riukiené, J. Jaciauskaité, I. Brazauskiené. Matematika.
Vadovélis 9 klasei 2 dalis. Serija Horizontai. Sviesa, 2023.

[3] K. Intiené, A. Skupas, V. Stakénas, E. Stankus, V. Vitkus. Matematika 11. I dalis.
TEV, 2004.

[4] N. Jasiunaite, A. Barkauskiené, A. Berniukevic¢ius, D. Cesnuitis. Matematika. Vadovélis
7 klasei 1 dalis. Serija Horizontai. Sviesa, 2024.

[5] A. Kavaliauskas. Matematiniy objekty ypatumai. Funkcija. Liet. mat. rink. LMD
darbai, 48 /49:105-108, 2008.

[6] J. Kocetkovas, J. KoGetkova. Algebra ir Elementarinés Funkcijos. II dalis, X—XI klasei.
Sviesa, Kaunas, 1972.

[7] E. Martin-Fernandez, J.F. Ruis-Hidalgo, L. Rico. Meaning and understanding of school
mathematical concepts by secondary students: the study of sine and cosine. EURASIA
J. Math., Sci Tech. Ed., 15(12):em1782, 2019.

[8] V. Meskauskaité, V. Pipiriené, Z. Stundziene. Matematika visiems. Vadovélis 7 klasé
1 dalis. TEV, 2024.

[9] V. Meskauskaité, V. Pipirieng, 7. Stundziené. Matematika visiems. Vadovélis 7 klasé
2 dalis. TEV, 2024.

[10] R. NorvaiSa. Savokos, terminai ir simboliai matematikos vadovéliuose. Liet. matem.
rink., Ser. B, 64:59-74, 2023.

[11] R. NorvaiSa. Geometrinés transformacijos mokyklinéje matematikoje. Liet. matem.
rink., Ser. B, 65:45-75, 2024.

[12] R. NorvaiSa. Mokykliné algebra mokytojams. Metodiné medziaga, 2025.

[13] Torkildsen, H.A. and Forbregd, T.A. and Kaspersen, E. and Solstad, T. Toward a unified
account of definitions in mathematics education research: a systematic literature review.
Int. J. Math. Educ. Sci. Technol., 56:29-56, 2025.

[14] V. Sileikiené ir kiti. Matematika. Vadovélis IIT gimnazijos klasé, 1 dalis. Serija Hori-
zontai. Sviesa, 2024.

[15] V. Sileikiené ir kiti. Matematika. Vadovélis IIT gimnazijos klasé, 2 dalis. Serija Hori-
zontai. Sviesa, 2024.

[16] H.-H. Wu. Phoenix rising: Bringing the common core state mathematics standards to
life. Am. Educ., 35:3-13, 2011.

[17] H.-H. Wu. Algebra and Geometry. American Mathematical Society, 2020.
[18] H.-H. Wu. Pre-Calculus, Calculus and Beyond. American Mathematical Society, 2020.

http://www.journals.vu.lt/LMR


http://www.journals.vu.lt/LMR

Netaisyklingos matematikos pavyzdZiai lietuviskuose vadovéliuose 129

SUMMARY
Examples of incorrect mathematics in Lithuanian textbooks

R. Norvaisa

The article discusses the cases of incorrect mathematics in textbooks. For example, instead of
defining of a mathematical concept, textbooks explain mathematical symbols and terms. In other
cases, false or non-trivial facts are used to justify or prove statements as if they were self-evident. We
also provide examples of logical reasoning errors. We explain some cases of incorrect mathematics in
textbooks by the problematic nature of mathematics syllabus. Other cases of incorrect mathematics
arises from the different treatment of the same topics in different textbooks. In all the cases discussed,
we offer alternative correct solutions.

Keywords: content of school mathematics; mathematics textbooks; correct mathematics; definition;
proof
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