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Santrauka. Puankaré hipotezé — 120 mety senumo pranciizy matematiko Anrio Puankaré

giama, kad bet kurig trimate erdve, kuri yra uzdara ir be skyliy, galima deformuoti j trimate
sfera. Nors hipotezé buvo iSspresta sio amziaus pradzioje, ji vis dar islieka paslaptinga, pa-
traukli ir intriguojanti. Tai problema, kurig verta toliau iSsamiai tyrinéti. Sio straipsnio
tikslas, viena vertus, yra trumpai apzvelgti tai, ka siandien zinome apie Puankaré hipotezg
ir su ja susijusias problemas trimatéje erdvéje, ir, kita vertus, paaiskinti, kodél ji ilga laika
buvo (ir dar yra) matematiky démesio centre.

Raktiniai ZodZiai: daugdaros; 3-maté sfera; geometrinés strukturos; kreivis

AMS: 01A60, 57R60, 53-03

1 Ivadas

1900 m. Paryziuje jvyko antrasis tarptautinis matematiky kongresas, kuriame Davi-
das Hilbertas suformulavo garsyji 23-ju tuo metu neisspresty uzdaviniy sarasa. Pra-
éjus Simtmeciui po Sios konferencijos, naujojo tukstantmecio proga Kléjaus mate-
matikos institutas (JAV, Bostonas) iSrinko septynis naujus sudétingus neiSsprestus
matematikos uzdavinius ir uz kiekvieno i8 ju iSsprendima skyré vieno milijono JAV
doleriy premija. Tukstantmecio premijos buvo paskelbtos 2000 m. geguzés 24 d. Pa-
ryziuje (beje, a$ dalyvavau renginyje), o tarp tu nauju uzdaviniy iSsiskyré Puankarée
hipotezé (kuria lengva iSsakyti) ir visiems Zinoma Rymano hipotezé, suformuluota
1859 m., vienintelé neiSspresta problema, kuri jau buvo jtraukta j 1900 m. Hilberto
23 uzdaviniy sarasa.

Tki siol buvo iSsprestas tik vienas is iy tukstantmecio premijos uzdaviniy — Puan-
karé hipotezé. Sig problema Puankaré i§samiai iSnagrinéjo 1904 m. savo gerai Zinoma-
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me darbe [5], paskelbtame zurnale ,Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo*
(tarp kitko, universitete kuriame a$ mokiausi). Po (beveik) Simto mety, 2003 m.
rusy matematikas Grigorijus Perelmanas [4] jrodé, kad i hipotezé teisinga. Simt-
mecio senumo problemos iSsprendimas ir tai, kad Perelmanas atsisaké 1 mln. JAV
doleriy vertés tukstantmecio premijos, atkreipé placiosios visuomenés démesj butent j
sia problema. Pavyzdziui, zurnalas ,,Science“ pripazino Puankaré hipotezés jrodyma
mety atradimu ir paskelbé ji ant virselio.

Minint 120-asias Sio jdomaus klausimo suformulavimo metines, pabandysiu ne
per daug sudétingai paaiskinti Sios problemos matematika ir tai, kas susije su jos
sprendimu.

Matematika yra labai tarpusavyje susijes mokslas ta prasme, kad jos dalykai yra
glaudziai susije vieni su kitais (ir su kitais mokslais, pavyzdziui, fizika, informati-
ka, inZinerija ir t.t.). Egzistuoja tam tikra matematikos architektura, o objekto ar
problemos jdomumas labai priklauso nuo jo padéties Sioje architektiiroje, nuo jo rysiy
su likusia pastato dalimi gausos ir stiprumo. Dél savotisko stebuklo, apie kurj daug
kalbéta ir rasyta, bet kuris vis dar toli nuo musy supratimo, matematinio objekto
svarba pacioje matematikoje paprastai liudija tai, kad gamta taip pat ji tam tikru
budu naudoja.

1.1 Daugdaros

Norint paaiskinti ir pakomentuoti Puankaré hipoteze ir jos vaidmenj matematikoje
ne specialisty auditorijai, tenka pradéti nuo pagrindy. Pirmiausia turime apibrézti ir
aptarti pagrindines mus dominancias temas — n-mates daugdaras (angl. manifolds).
Dél paprastumo daugdara laikysime objekta, nagrinéjama N-matéje (N didesnis nei
n) erdvéje. Vienmaté daugdara (n = 1) yra tiesé, apskritimas arba kreivé (pavyzdziui,
musy standartinéje Euklidinéje plokStumoje), o dvimatés daugdaros (n = 2) yra
tai, ka paprastai vadiname pavirsiais (miisy 3-matéje erdvéje R3). Pasitelke daugiau
fantazijos ir abstrakcijos, galime jsivaizduoti 3-mate daugdara M kaip erdvés, kurios
dimensija N > 4 (jsivaizduokite R* kaip Einsteino erdvélaikj), poerdvi, tokj, kad
lokaliai jis atrodo kaip musy 3-maté erdvé (kaip ir, pavyzdziui, lokalus pavir§iaus
gabalas primena realiosios plok§tumos gabala), ir t.t. bet kurio naturaliojo skai¢iaus
n atveju.

Pasirodo, kaip pirminiai ar kompleksiniai skai¢iai, taip pat ir daugdaros yra svar-
bios Siuolaikinés matematikos architektiros objektai. IS tikryjy jie yra pagrindiniai
matematikos Sakos, vadinamos topologija (pazodziui — mokslas apie ,vietas ir for-
mas“), blokai, ir kuriuos matematikai noréty visiskai suprasti ir klasifikuoti. O Pu-
ankaré hipotezé yra kertinis Sio uzdavinio akmuo.

Tiesg sakant, neatsitiktinai ji buvo lyginama su Rymano hipoteze (kuri yra susijusi
su pirminiy skaiCiy pasiskirstymu — tema, intensyviai nagrinéjama Vilniaus universi-
teto Matematikos ir informatikos fakultete) arba su garsiaja Pjero Ferma paskutine
teorema, kurig ne taip seniai jrodé Endriu Vailsas. Pastaroji yra susijusi su algebrine
skaiéiy teorija — viena i$ pagrindiniy VU MIF’o moksliniy tyrimy sriciy.

Grijztant prie daugdary savokos, Siek tiek pamaste turétume suprasti, kad kaip
taskui kreivéje identifikuoti pakanka vienos koordinatés, taip taskui pavirSiuje iden-
tifikuoti reikalingi du skaiciai (koordinatés). Pavyzdziui, Zemés pavirsiuje (kuris yra
dvimaté sfera) mums reikia geografinés ilgumos ir geografinés platumos. Beje, tai,
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kad sis parametrizavimas turi anomalijy (pvz., visi dienovidiniai susitinka Siaurés ir
piety asigaliuose, todél ilguma nebéra gerai apibrézta), rodo pagrindinj topologinj
fakta: sfera S? topologiskai skiriasi nuo toro 72 (techniskai — néra ,homeomorfiné*
torui), kuris atrodo kaip padangos pavirSius (paaigkinima Zr. toliau).

Galima jsivaizduoti, kad sfera S? néra homeomorfiné Euklidinei erdvei R?, taciau
tai lengviau suprasti, nes intuityvus faktas, kad sfera yra ,uzdaras* pavirsius, o ploks-
tuma R? yra ,atvira®, atitinka matematinj skirtuma, kuris yra gerai uzkoduotas (apie
daugdara sakoma, kad ji yra uZdara, jei neturi krasto ir uzima baigtine erdvés sritj).

Sio skyriaus pabaigoje pateiksime homeomorfizmo savoka. Matematikoje, kai rei-
kia tirti objekty aibe (,kategorija®), panaudojama tam tikra funkcija, kuri gali pa-
lyginti du Sios kategorijos objektus, t.y. rySys tarp objekty, kuris pasako, kada du
i$ ju turi arba neturi tu paciy savybiu (kada jie yra lygus, tiksliau ,ekvivalentus®,
toje kategorijoje). Pavyzdziui, Euklido erdvése postumiai, posukiai, kongruencijos,
izometrijos ir pan. Homeomorfizmai yra tokie ekvivalentumai daugdary (placiau —
»topologiniy erdviy“) kategorijoje. Visy pirma tai yra funkcijos, kurios iSsaugo visas
tam tikros daugdaros (erdveés) topologines savybes. Pasirodo, kad dvi daugdaros yra
homeomorfines, jei galima ,tolydziai“ (t.y. be pjaustymo ar klijavimo) deformuoti
pirmaja daugdara j antraja; ir tokiu atveju jos yra tas pats objektas musy kategori-
joje (t.y. topologiniu poziuriu). Kalbant labiau matematine kalba, homeomorfizmas
yra abipus vienareik§meé ir abipus tolydi transformacija (atvaizdis).

1.2 Nuo rutulio iki kamuolio

Skaitytojas neabejotinai pazista bent viena trimate daugdara, buitent misy trimate
erdve R?, o matematikai Zino, kaip sukonstruoti daugybe kity.

Is tiesy ne tik matematika, bet ir mechanika ar fizika vercia mus pereiti nuo di-
mensijos 2 prie 3, 4 ar aukstesnés. Tai objektai, panasus | pavirSius, ta¢iau juose
taskui identifikuoti reikia 3, 4 ar daugiau (vietiniy) koordinac¢iy. Pavyzdziui, trijy ku-
ny, veikiamy sunkio jégos, judéjima galima nagrinéti kaip 18-mate daugdara, kurioje
kiekviena kung apibrézia trys erdvés koordinatés ir trys greicio koordinatés.

Jei dvimate sfera jsivaizduosime kaip trimacio rutulio pavirsiy, tuomet sferas ga-
lime jsivaizduoti ir trijuy, keturiy ar daugiau matmeny. Taip suvokiame, kad n-maté
sfera yra n+ 1-macio rutulio iSorinis pavirSius (arba ,krastas“). Be to, galime suvokti,
kad i$ visy uzdary daugdary paprasciausia tirti n-mate sfera.

Tiksliau tariant, n-maté sfera S™ yra Euklidinés erdvés R"*! tagky, kurie nuo
koordinaciy pradzios tasko nutole atstumu 1, aibé, o elementari analiziné geometrija
mums padeda pateikdama aiskia jos lygti

S" ={z1,22,..., Tyt eR™h 2l +ad+ 4l =1} C R

n-maté sfera kartu su savo vidumi vadinama n + 1-madiu rutuliu B!, kurio
iSraiska Dekarto koordinatése yra

1 1.2 2 2 1
B" =z, 39, ,anp €R" 2l v a5+ a2, <1} CRML
Dabar jsivaizduokime sfera S?, panagia j Zemés pavirsiy, be Siaurinio asigalio, ir

pazymékime ja S? — N. Pasitelkus siek tiek daugiau vaizduotés, nesunku pastebéti,
kad si pradurta sfera tam tikra prasme yra ,susitraukianti®. Tai reiskia, kad kiekvienas
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52 — N taskas p priklauso vienam dienovidiniui, todél jis gali nenutrukstamai slinkti
isilgai dienovidinio, kol pasieks piety asigalj S.

Ta patj galima padaryti ir su bet kuria n-mate sfera. Net ir siuo atveju S™ — N
,dienovidiniai® susitinka tik ties piety asigaliu S.

Taciau galime jsivaizduoti ir kai ka sudétingesnio — tam tikras X" sferas, kuriose
nuolatinis srautas is 2™ — N eina link piety asigalio S, tac¢iau daug sudétingiau, kirs-
damas ir susikirsdamas ne tik S, bet ir kitose vietose. Tokios ,sfery rusys* vadinamos
homotopinémis sferomis (tai objektai, kurie panasus i sferas, bet skiriasi savo forma).
Kitaip tariant, homotopiné sfera yra uzdara daugdara X" tokia, kad X™ — P galima
tolydziai deformuoti (visada iSliekant X™ — P) i taska (kaip ir normaliosios sferos
atveju).

2 Problemos formuluoté

Puankaré hipotezé teigia, kad kiekviena 3-maté homotopiné sfera X3 yra homeomor-
fine sferai S® [5, 6]. Kitaip tariant, tai reiskia, kad visada galima rasti i§ X% — P
(Siaurinio poliaus) link pietinio poliaus S nenutrukstama srauta be susikirtimy, per-
sikirtimy ar sutapimuy, iSskyrus pabaiga (butent ties S). Tai taip pat atitinka teiginj,
kad X3 — P = R3 (S? atveju tai tampa aisku panaudojus vadinamaja ,stereografine
projekcija‘).

Tiksliau sakant, paties Puankaré formuluoté, nors ir lygiaverté ka tik minétai,
buvo siek tiek kitokia: Puankaré is tiesy spéjo, kad vienintelé uzdara ir ,vienajungé“
(angl. simply connected) trimaté daugdara yra (homeomorfing) S®. (Daugdara V
vadinama vienajunge — nauja topologiné savoka, kuria jvedé pats Puankaré — jei
kiekvieng uzdara kreive (t.y. kilpa) galima tolydziai deformuoti j taska, isliekantj V'
viduje).

Atkreipkite démesj, kad Sio skyriaus pradzioje pateikto pirmojo teiginio privalu-
mas yra tas, kad jis galioja kiekvienai dimensijai. Visy pirma, galima suformuluoti
apibendrinta Puankaré hipoteze, kuri sako, kad bet kurio naturaliojo n atveju homo-
topijos sfera X" yra (homeomorfin¢) S™. Taciau zingsnis nuo n = 3 prie bet kokio n,
atsirado praéjus mazdaug trisdesiméiai mety po Puankaré, be to, iki XX a. Sestojo
desimtmecio nebuvo jokios tolesnés pazangos bet kokios aukstesnés nei 2 dimensijos
atveju.

Kita vertus, nors ir suformuluotas visai kitaip, n = 2 atvejis, kuris yra daug
paprastesnis, buvo zinomas jau nuo XIX a. vidurio. Tiksliau, 2 matmeny atveju ati-
tinkamas teiginys yra toks, kad bet kuriame uzdarame pavirsiuje, kuris skiriasi nuo
2-matés sferos 52, galima rasti bent viena kilpa, kurios negalima tolydZiai sutraukti
i taska. IS tikryju Sis rezultatas iSplaukia i daug iSsamesnés ir gilesnés teoremos —
uzdary ir jungiuyjy 2-maciy pavirsiy klasifikacijos, kuri jvairiomis formomis buvo jro-
dyta nuo 1860 m. ir kuri teigia, kad kiekvienas orientuojamas kompaktinis pavirsius
yra homeomorfinis sferai su tam tikru skai¢iumi prijungty ,rankeny“ (angl. handles).

2.1 TOP ir DIFF kategorijos

Grijzkime prie sferos, kuria jsivaizduojame kaip musy gaublio pavirsiy. Akivaizdu, kad
Sis objektas yra homeomorfinis, t.y. topologiskai lygiavertis elipsoido (regbio kamuo-
lio) pavirsiui ir taip pat kubo pavirsiui (nes galime jsivaizduoti zaislinj teslos rutulj,
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kurj, jo nesulauze, galime modeliuoti kaip elipsoida arba kuba). Taciau elipsoidas,
kaip ir rutulys, yra lygus, glodus, o kubo pavirsius toks néra, nes yra briauny ir
smaigaliy.

Matematiskiau kalbant, sakome, kad sferos ir elipsoido lygybe uztikrina funkcijos,
turincios tolydzias iSvestines. Tokios funkcijos vadinamos difeomorfizmais (diferen-
cijuojamaisiais homeomorfizmais), o tai yra siauresné savoka nei homeomorfizmas.
Sfera ir elipsoidas yra ir homeomorfiniai, ir difeomorfiniai. Priesingai, sferos ir kubo
pavirsiaus topologinis ekvivalentumas jmanomas tik per paprastas tolydzias funkci-
jas, kurios neturi iSvestiniy: Sie du pavirsiai yra homeomorfiniai, bet ne difeomorfiniai.
Sfera yra glodi ir diferencijuojama, o kubas — ne.

Jei nagrinésime tik daugdaras, kuriy dimensija mazesné arba lygi 3, Sis skirtu-
mas bus nereikalingas, nes tokiais atvejais topologiniy ir diferencijuojamy daugdary
kategorijos sutampa (t.y. zinome, kaip suapvalinti smaigalius). Ir atvirkséiai, kai
dimensija didesné nei 3, paaiskéja, kad yra klitc¢iy apvalinant objektus, ir egzistuoja
nediferencijuojamuyjuy daugdary pavyzdziy. Pavyzdziui, 1956 m. garsus matematikas
DzZonas Milnoras jrodé, kad 7-matéje sferoje koegzistuoja 28 diferencijuojamos struk-
turos, kurios néra tarpusavyje difeomorfines. Todél egzistuoja ,egzotiskos* sferos, t.y.
sferos su diferencialinémis strukturomis, besiskiriancios nuo standartiniy [8].

Taigi tuo metu vyravo bendra nuostata, kad, didéjant dimensijai, gali didéti ir
sunkumai. Taciau apie 1960 m. Stivas Smeilas suprato, kad yra priesingai, ir jrodé
apibendrintag Puankaré hipoteze¢ nemazesnés nei 5 dimensijos atveju: homotopiné
sfera X n > 5, (t.y. daugdara, kuri yra homotopiskai ekvivalentiska sferai S™) yra
izomorphiné (homeomorphiné arba difeomorfiné) standardinei sferai [2, 7].

Priezastis, dél kuriy sunkumai mazéja, labai supaprastintai galima paaiskinti taip:
dideliy dimensiju atvejais yra daug tuscios erdvés manevruoti, kurti sprendimams
reikalingas geometrines konstrukcijas bei sudaryti jrodymo reikalaujancia lygybe. Tuo
tarpu, esant mazesnei nei 3 dimensijai (1 arba 2), vietos uzdaviniams kurti nepakanka.
Galiausiai, 3-maciu atveju, butent Puankaré iseities taske, yra ne tik problemy, bet
ir labai mazai erdvés veikti.

Ribiné situacija yra dimensija n = 4. Tai atskiras pasaulis, labai besiskiriantis
nuo kity (2, 3 ar daugiau matmeny). Siuo atveju i$ tikryjy prireiké dideliy pastangy,
kad biity jrodyta Puankaré hipotezé: 1982 m. Maiklas Frydmanas jrodé, kad X4
topologiskai lygi S*. Tiesa sakant, Frydmano darbo déka siandien zinome, kad bii-
tent 4 matmenyse (musy erdvélaikio dimensijoje) yra didelis neaiskumas, kuo skiriasi
topologinis ir diferencialinis atvejai. Glodziuoju 4-maciu atveju Puankaré hipotezé
tebéra atvira, toli grazu neisspresta problema.

Taigi apibendrintoji Puankaré hipotezé gali buti teisinga arba klaidinga skirtingo-
se kategorijose (TOP arba DIFF) priklausomai nuo dimensijos. Tai Zinome déka keliy
gerbiamy matematiky, tokiy kaip Dzono Milnoro, Stivo Smeilo, Maiklo Frydmano ir
Grigorijaus Perelmano [2, 3, 4, 7, 8]. Visi $ie mokslininkai buvo apdovanoti Fild-
premijos atitikmuo.

Visy pirma, TOP (t.y.topologinéms daugdaroms) kategorijoje apibendrinta Pu-
ankaré hipotezé yra teisinga visose dimensijose! DIFF (t.y. diferencialinéms daug-
daroms) kategorijoje ji teisinga, kai dimensija lygi 1,2,3,5 ir 6, vis dar atvira 4
matmenyse, o kitais atvejais klaidinga.

Atkreipkite démesj, kad nors pirminis Puankaré spéjimas 3-maciu atveju buvo
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iSsprestas praéjus Simtmeciui nuo jo pirmojo suformulavimo, per visg ta laika buvo
sukurti ir iSbandyti jvairus problemos sprendimo budai, nes ji susijusi su jvairiomis
matematikos sritimis: nuo grupiu teorijos iki diferencialiniy lygéiy, nuo fizikos iki
bendrojo reliatyvumo. Nors sprendimo ieskota simta mety, jrodinéjant sukurty me-
tody déka buvo gauta daug nauju svarbiy rezultaty [1, 4, 6, 7, 9, 10]. Trumpai tariant,
visi siai hipotezei skirti darbai pagilino 3-maciy daugdary pasaulio supratima.

3 Geometrinés strukturos

Puankaré hipotezé yra grynai topologiné problema. Vis délto visos topology pastan-
gos ja jrodyti buvo nesékmingos, ir iki siol néra jokio topologinio jrodymo. Todél,
norint iSspresti Sia problema, reikéty palikti topologine sistema ir taikyti geometri-
nius arba analizinius metodus, kad turétume daugiau priemoniy jai spresti. Viena i$
tinkamiausiy strategiju — aprupinti daugdaras tam tikromis geometrinémis struktu-
romis. Ir is tikryjy butent Sis metodas galiausiai pasirodé esas sékmingas.

Sis kelias labai susijes su kitu paties Puankaré darbu, jo garsiaja Uniformizavimo
teorema. Sis rezultatas susijes su pavirsiais (taigi 2-maciu atveju) ir, grubiai tariant,
sako, kad kiekviename pavirSiuje galime apibrézti geometrija (t.y. atstumy ir kampuy
matavimo buda), kuri lokaliai yra panasi i viena i$ trijuy klasikiniy geometriju su pa-
stoviu kreiviu: Euklidine geometrija (ta, kurios mokomés mokykloje, ir plokstumos
kreivis yra nulinis), neeuklidine geometrija, vadinama Lobacevskio hiperboline geo-
metrija (ta, kurioje kelios tieses, lygiagrecios tam tikrai tiesei, eina per ta patj taska,
o plokstumos kreivis —1), ir apvalios sferos geometrija (vadinama elipsine geometrija
su teigiamu kreiviu +1).

Dabar kyla akivaizdus klausimas: ar galime kazka panasaus pasakyti 3 matmeny
atveju? Septintajame desimtmetyje didysis amerikie¢iy matematikas Viljamas Ters-
tonas [9] nupiesé labai jspudinga programa siekdamas ,, geometrizuoti“ visas uzdaras
trimates daugdaras, kaip tai padaré Puankaré dviejy matmeny atveju. Skirtumas tik
tas, kad trimaciu atveju galimuy geometrijy turéty buti ne 3, o 8, ir tarp jy svarbiau-
sia — hiperboliné.

3.1 Kreivis

Pabandykime buti tikslesni. Norint suteikti daugdarai geometrija, naturalu kiekvie-
name daugdaros taske nurodyti, kaip apibréziamas atstumas tarp dviejy labai artimy
tasky. Matematiskai tai reiskia, kad kiekviename taske reikia nurodyti ,,metrinj ten-
zoriy®. Sis tenzorius (vektoriaus sgvokos apibendrinimas) jvestas XIX a. vokie¢iy ma-
tematiko Bernhardo Rymano, naudojamas ilgiams, kampams, plotams, turiams ir t. t.
duotoje daugdaroje nustatyti. n-matés daugdaros metrinis tenzorius — tai n? skaiéiy
matrica, kuri naudojama daugdaros kreiviui apskaiciuoti.

2-macio pavirsiaus kreivumas yra intuityvi savoka, kuria apie 1830 m. sugrieztino
vokie¢iy matematikas Karlas Frydrichas Gausas. Jis apibrézé kreivi R kaip skaiciy,
gaunamg isreiskus pavirsiaus kreivi R(p) jo taske p. Sis skaicius apibrézia ir matuoja
yatotrukj“ tarp pavirsiaus geometrijos, notoli tasko p, ir Euklido klasikinés geometrijos
(standartinés plokstumos geometrijos). Taigi dvimatés sferos kreivis yra teigiamas,
plokstumos (arba cilindro, arba kugio) kreivis yra lygus nuliui, o balninio pavirsiaus
kreivis yra neigiamas.
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Jei kreivis nepriklauso nuo pavirsiaus tasko p, kaip Siuose pavyzdziuose, matema-
tikai kalba apie elipsine (arba sferine) geometrija, Euklido geometrija ir hiperboline
geometrija. Pavyzdziui, Sios trys skirtingos geometrijos skiriasi trikampiais: sferos
pavirSiaus trikampiai yra stori (vidaus kampuy suma didesné uz 180°), plokStumos —
standartiniai, o hiperboliniu atveju — ploni (labai smailus kampai, krastinés iSlenktos
i vidy).

Apie 1850 m. Rymanas apibendrino kreivio savoka bet kokios dimensijos n daug-
daroms: kai n yra didesnis arba lygus 3, kreivis jau nebe skaicius kaip Gauso atveju,
bet tenzorius. Tarkime, kad daugdaros V" tasko p aplinkoje pasirinkome lokalia ko-
ordinadiy sistema 1,2, .., T,. Rymano kreivis V™ tagke p isreiskiamas n? skaiciy
lentele. Kiekvienas Sios lentelés skaiCius tiesiogiai priklauso nuo Rymano metrikos,
apibréztos pacioje daugdaroje, ir jos iSvestiniy.

Ilga laika Rymano idéjos atrodé pernelyg abstrakcios, nelabai aiskios, tac¢iau bu-
tent Siomis sgvokomis grindziamas garsusis bendrasis reliatyvumas, didysis Einsteino
sedevras. Tai tik jrodo, kad galiausiai ir gryna matematika gali buti panaudota kaz-
kam svarbiam, net jei tai néra is karto akivaizdu!

3.2 Geometrizacijos hipotezé

Praéjus daugiau nei Simtmecéiui po Rymano naujoviy, septintajame deSimtmetyje,
geometras Viljamas Polas Terstonas pasiulé nauja programa, savotiska klasifikacijos
projekta, kurio siekis — jrodyti Puankaré hipoteze ir iki galo suprasti uzdary 3-maciy
daugdary aibe.

Terstonas pradéjo pabrézti astuonias 3-mates geometrijas, kurios yra ypac si-
metriskos, i§ kuriy trys yra jau apibréztos pavirsiy atveju. Taigi jis sukuré vadi-
namaja geometrizavimo hipoteze, pagal kuria bet kuria 3-mate uzdara daugdara uni-
kaliu budu galima suskaidyti j baigtinj skaic¢iy daliy, kuriy kiekviena priklauso Siai
8-ju geometrijy aibei. Tai yra minétosios Puankaré uniformizacijos teoremos, skirtos
pavirSiams, apibendrinimas 3-maciu atveju. (UZ savo darbus topologijos ir 3-matés
geometrijos srityje Terstonas taip pat buvo apdovanotas Fildso medaliu).

Geometrizacijos hipotezé yra daug bendresné nei Puankaré hipotezé. Ji yra iSsami
sistema-struktura skirta klasifikuoti ir suprasti visas trimacias daugdaras, ne tik sfera.
Be kita ko, Terstono hipotezé teigia, kad i 8-y specialiyjy geometrijy vienintele,
kurig gali turéti uzdara ir vienajungé trimaté daugdara, yra pastovaus kreivio +1
geometrija. Taigi Puankaré hipoteze galima jrodyti ir sprendziant Terstono hipoteze,
kadangi yra zinoma, kad uzdara ir vienajungé trimaté daugdara, turinti pastovaus
kreivio +1 metrika, yra topologiskai ekvivalenti sferai.

3.3 Ri¢i srautas

Pradésime nuo daugdaros, turinc¢ios metrika. Ar jmanoma rasti procesa, kuris pakeis-
ty jos geometrija taip, kad ji tapty kuo simetriskesné?

Idéja yra nuolat deformuoti metrika kiekviename daugdaros taske p taip, kad
vidutinis kreivis taske p sumazéty. Tai mus atveda prie R. Hamiltono darbo, atlikto
astuntajame deSimtmetyje [1]. Sis mokslininkas jvedé netiesine daliniy i$vestiniy lygti,
vadinamg ,Ri¢i srautu“ (angl. Ricci Flow), kuri, pasirodo, yra labai naudinga [3].

Panagrinékime 3-mate daugdara su nuo laiko priklausanéia metrika. Kiekvienu
laiko momentu metrikai galime priskirti tam tikra kreivj, vadinama Riéi kreiviu, kuris
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atitinka tam tikra Rymano kreiviy vidurkj. Metriks ir kreivj, kurie yra du vienodo
tipo tenzoriai, galima jrasyti j lygtji, kuri nurodo, kad momentinis metrikos kitimo
greitis atitinka prieSinga Rici kreivio kitimo greitj.

Ivedus Rici srauto lygtj, metrika laikui bégant tampa taisyklingesné ir simetriskes-
né. Pavyzdziui, Hamiltonas jrodé, kad 2-maciu atveju bet kokios pavirsiaus metrikos
Rici srautas per baigtinj laika evoliucionuoja link pastovaus kreivio metrikos.

3-maciu atveju viskas daug sudétingiau, nes srautas gali ,,sprogti“, ir gali atsirasti
begaliniai dydziai. Hamiltono programa, kuria uzbaigé Perelmanas, sudaro tik jro-
dymas, kad dél siy sprogimy daugdara V3 suskyla j gabalus, kuriuose Riéi srautas
gali toliau vystytis, ir kad po baigtinio laiko ir baigtinio sprogimy skaiciaus gaunama
pradiné daugdara, isskaidyta i gabalus, kuriy kiekvienas turi viena i$ 8-y Terstono
geometrijuy [4].

Galiausiai Perelmanui pavyko, pasitelkus puikius netiesinés analizés metodus, kont-
roliuoti Ri¢i srauto sprogimus ir jrodyti, kad visas Rici srauto procesas uzgesta per
baigtinj laika. Taip jis uzbaigé Hamiltono strategija ir jrodé Terstono geometrizacija
3-matéms daugdaroms, ir dél to buvo isspresta Puankaré hipotezé taip pat!

Taciau, kaip matéme, labai ,,paprasta” topologine problema pavyko iSspresti tik
netiesiogiai, labai tiksliais analitiniais ir geometriniais metodais.

4 ISvada

Sprendziant Poincaré hipotezeg, iskilo daug naujy klausimy, idéjy, hipoteziy ir neis-
spresty problemuy. Bet matematikai ,atviromis problemomis“ vadina tik tuos uzdavi-
nius, su kuriais ilga laikg nesékmingai kovojo ir dél kuriy néra tikri, ar jie yra teisingi.
Taciau atvira problema néra tik paprasta neiSspresta problema. IS tikryjuy kiekvie-
nais metais matematikai jrodo jvairiausiy naujy rezultaty, ir kiekvienais metais iskyla
daug naujy uzdaviniy; taciau retas i$ jy gauna tokj pavadinima. Atvira problema —
tai problema, kuri laikoma unikalia, nepasiekiama, sunkiai iSsprendziama, bet kurios
supratimas yra esminis ja supanciy tyrimy sri¢iy plétrai — taip kaip Poincaré hipoteze.

Be atviry problemy tikriausiai nebuty didziyjy tyréjy nei pirmaujanciy mokslinin-
ky, tik darbininkai ir technikai. Todél atviros problemos ir neissprendziami spéjimai
yra labai sveikintini — tai mokslo pazangos variklis!
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SUMMARY
A brief overview of the Poincare conjecture

D.E. Otera

The Poincaré conjecture — a problem formulated 120 years ago by the French mathematician Henri
Poincaré, and solved at the beginning of this century by G. Perelman — has been one of the major
issues of modern mathematics. It simply states that any three-dimensional space which is closed
and without holes can be deformed into a three-dimensional sphere. The purpose of this article is
to briefly review what we know today about the Poincaré conjecture and its related problems in
dimension 3.
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