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Paprastai finansinéje literataroje portfelio sudarymas yra traktuojamas grieZtai teoriniu lygmeniu.
Pagal Markowitz modelj investuotojas turi tam tikras galimybes, ir jis pasirenka geriausia portfelj,
remdamasis abejingumo kreivémis ir efektyvumo riba. Kita vertus, CAPM modelis yra pristatomas kaip
isradinga idéja, kuri supaprastina ir padaro efektyvy Markowitz modelj. Daugelis teoretiky ir net
praktiky apibendrina siuos modelius kaip nepritaikoma teorija. Tai yra tiesiog racionalus elgesys, kurio
daZniausiai galima tikétis, susipaZinus su sudétingais skai¢iavimo metodais.

Tyrimo tikslas - pritaikyti praktiskai minétus optimizavimo modelius, kuriuos galéty pakartoti
kiekvienas investuotojas, t. y. pratesti tai, kg daré tokie autoriai: Black (1972); Merton (1973) ir véliau
Levy ir Sarnat (1982); Elton ir Gruber (1995) ir Benninga (1997). Jie teigé, kad optimalus portfelis gali
bati surastas maksimizuojant nuolydj linijos, kuri jungia nerizikingos palGkany normos taska su efektyvia
riba. Kai yra pasiekiama maksimali liestiné, tada minéta linija yra vadinama kapitalo rinkos tiese (CML),
kuri yra efektyvios ribos liestiné.

Tyrimo objektas - vertybiniy popieriy rinka.

Tyrimo metodai — mokslinés literataros analizé ir sintezé, kiekybiniai matematiniai ir statistiniai
duomeny apdorojimo metodai.

Kapitalo rinkes tiesés (CML) ram pelningumui arba didZiausia pelninguma
nustatymo specifika esant tam tikram rizikos lygiui. Markowitz pada-
ré keleta pagrindiniy prielaidy, kad investuotojai:
Markowitz modelis yra klasiki'nis finansiniy in- o mégsta pelng ir vengia rizikos;
strumenty portfelio modelis. Sj modelj praéju- o sprendimus priima racionaliai;
sio amZiaus $e$tajame deSimtmetyje pasiiilé e daro sprendimus, kad kiek jmanoma
Harry Markowitz. Jo modeliu pagrista Siuolai- padidinty biisima nauda. Investuotojo
kiné portfelio teorija. Markowitz pirmasis pa- nauda yra planuojamo pe]ningumo ir ri-
siiilé efektyvaus portfelio terming. zikos funkcija.

Efektyvus portfelis yra apibiidinamas kaip Markowitz mané, kad realybéje tam tikro-
portfelis, kuris turi maZiausig rizika esant tam tik- mis salygomis investuotojas teiks pirmenybg
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neefektyviam portfeliui. Markowitz modelis
yra pagrjstas planuojamo pelningumo ir rizi-
kos savokomis. Markowitz modeliui reikalin-
gi tam tikri duomenys:

1) planuojamas kiekvieno instrumento pel-
ningumas;

2) standartinis pelningumo nuokrypis kaip
kiekvieno instrumento rizikos matas;

3) kovariacija - instrumenty pelningumy
normy santykio matas [5, p. 329].

Markowitz efektyvios ribos liestiné taske M
vadinama kapitalo rinkos linija (CML). Ji ro-
do pusiausvyros salygas rinkoje ir apima visus
efektyvius portfelius. CML prasideda taske RF
ir kyla per M taska. Jei investuotojas investuo-
ja i rizikingg turta, jis turi gauti prieda, dides-
niy nei nerizikingas pelnas (RF) — rizikos pre-
mija. M portfeliui rizikos premija yra skirtumas
tarp planuojamo portfelio M pelningumo (ER,,)
ir nerizikingo pelno normos (RF) [5, p. 337].

CML nuolydis yra rinkos kaina efektyvaus
portfelio rizikai. Jis rodo, kiek papildomo
pelningumo reikia rinkai uz kiekvieng rizikos
padidéjimo procenta. Ant kapitalo rinkos
linijos yra tik efektyviis portfeliai. CML gali
biiti tik kylanti, nes didéjant rizikai didéja
rizikos premija [, p. 337].
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Saltinis: Kancerevyéius G. Finansai ir investicijos, 2003,
p. 337.
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Analizuojant kapitalo rinkos tiesés nustaty-
mo specifika bus naudojami paprasti metodai,
kuriy tikslas — glaustai ir iSsamiai iSsiaiSkinti
kapitalo rinkos tiesés paskirtj.

Pagal Markowitz portfelio teorija, CML
sudarymo metodai turi tam tikrus etapus.
PavyzdZiui, tokie analitikai, kaip antai: Sharpe,
Alexander ir Bailey (1999); Bodie, Kane ir
Marcus (2000) naudoja metoda, kurj 1976 m.
iSrado Elton, Gruber ir Padberg. Pirmiausia jie
generuoja rizikingy aktyvy portfelio ribos vidu-
tinj nuokrypj naudodami Lagrange sukurtus
optimizavimo metodus. Paskui jie nustato
liestinj portfelj — rizikingos ribos portfelj, kuris
yra ant CML tiesés arba jos atspindyje. Toliau
jie nustato CML naudodami liestinj portfelj ir
nerizikinga vertybinj popieriy.

Tarkime, analizei pasirenkama rinka,
kurioje yra N rizikingy vertybiniy popieriy ir
vienas nerizikingas vertybinis popierius. Rizi-
kingy vertybiniy popieriy atsitiktinéms
pelningumo normoms Zyméti pasirenkamas
koeficientas R;, €ia i = 1, ..., N, o nerizikingo
vertybinio popieriaus nuolatinis pelningumas
paZymimas RF. Néra nustatomas galimas
pelningumo pasiskirstymas, taCiau jvertinami
vidurkiai ir nuokrypiai, kurie yra realiai api-
brézti skaiciais. Rizikingy vertybiniy popieriy
variacijos - kovariacijos matrica paZymima
raide V. Taip pat tikslinga paZymeéti, kad $i
matrica yra teigiama ir yra abstrahuojamasi
nuo neigiamy reik§miy. Galima pridurti, kad
formuojant tokj modelj portfelyje néra pertek-
liniy vertybiniy popieriy.

Analizei pasirinktas portfelis, kuris suda-
rytas i§ N+1 rinkos vertybiniy popieriy,
paZymimas raide a ir ireiSkiamas faktiniy
skaigiy vektoriumi Nx1. Visa tai galima
paZymétia, i =1, ..., N, fia a; yrai-ojo rizikingo
vertybinio popieriaus svoris vertybiniy popieriy
portfelyje. Portfelis @ turi tam tikrus teigiamus



turto lygius ir jo pelningumas yra skai¢iuojamas
taip:

N N
Ra = (1— %G')RF + %aiRl (1)

matricos forma:

Ra ={1-aT1RF +aTk; )

¢ia 1 yra R koeficiento Nx1 vektorius, kai
R = (R, ..., Ry) ir tai yra Nx1 rizikingy
vertybiniy popieriy pelningumy vektorius,
o laipsnis T Zymi transponavimo Zenkla.

X T

(1_%1" ] ar (1“’ 1), tai yra nerizikingy
investicijy, esanciy a portfelyje, svoriai ir kartu
visy N +1 a portfelio vertybiniy popieriy,
sujungty j viena, svoriai. Neigiami svoriai Zymi
trumpas pozicijas, ir vis didesnis svoris paZymi,
kad investicija yra didesné nei bendra inves-
ticija j portfelj [2, p. 251].

Numatomas (vidutinis) a portfelio pelnin-
gumas apskaifiuojamas kaip:

E(R,)=[1_ia,.)xp 3 aE(R,);

& (©)
gia E(e)yra tikimybiné funkcija; tai galima
iSreikti matrica:

E(Rg)={1-aT 1)RF +aT E; 0)
¢ia E yra Nxl rizikingy vertybiniy popieriy
numatomy pelningumy vektorius. Supap-
rastinus tai galima iSreiksti formule:

E(Rg)=RF +aT X ; (5)
¢ia X yra Nx1 vektorius papildomo rizikingo
vertybinio popieriaus numatomy pelningumy,
didesniy nei RF [2, p. 253].

Tai yra

(X1, X5 Xy )= (ERy )- RF ,E(Ry)- RF....,.

.,.,E(R )—RF)ar X=E-1RF 6

Portfelio o pelningumo variacija yra skai-
¢iuojama:

™M

VAR(R,)

n
= Y a;a;c;; .
f= = B ™

1

o =COV(R;,R;) ®
yra R; ir R; kovariacija. Kaip paprastai,
atsitiktinio kintamojo R; variacija yra Zymima
o, =0}, i to i¥plaukia, kad

o2 =VAR(R,) ®
ir R; standartinis nuokrypis yra ;. Matricine
iSraiSka portfelio g pelningumo normos varia-
cija iSreiskiama:

VAR(Rg)=aVa. (10)

Portfelio efektyvumo riba - tai rinkinys
portfeliy, kurie turi maZiausig standartinj nuo-
krypij esant tam tikram tikétinam pelningumui.
Portfelis a priklauso portfelio efektyvumo
ribai, jei esant tikétinam pelningumui g,
portfelis a tenkina tokia salyga:

1T
A’{f"f“ Va, (11)
a’X=x; (12)
&a x=g—RF, (13)

x yra perteklinis iSorinio pageidaujamo
pelningumo g pelningumas, esantis vir§
nerizikingo pelningumo.

Kiekvienas CML portfelis, kuriuvo numa-
tomas pelningumas ETR . ), gali bti sudarytas
naudojant nerizikingg vertybinj popieriy ir
portfelj a[2, p. 254]. Portfelyje esanciy
vertybiniy popieriy svoris w yra idreiSkiamas
taip:

E(R,)-RF
"~ He R 09
is&ia R, =(1-w)RF + wR,, 1)
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toliau iSeina, kad

E(R,)=(1-w)RF + wE(R,)> (16)

o) =wol an

Pastaba: kadangi portfelis ayra CML,
portfelis w yra teigiamas. o, = wo,.

Alternatyviai galima apibrézti E(RP) ir
O, ry§j naudojant CML lygybe:

E(R,)-R
E(r,)=R, +—=—"Laq,, @18)
a

Detalesnei CML iliustracijai bus naudoja-
mas portfelis ¢, g" =V ' X (19)
yra CML portfelis. Reikia jrodyti, kad a’ yra
sprendinys (Pl) esant tam tikroms x reiks-
méms. Naudojamas Lagrange optimizavimo
metodas, kurio iSraiSka yra:

Lla)= %aTVa+7~(x—aT x). (0)

Kadangi V yra teigiama matrica, svarbiau-
sios salygos yra bitinos ir pakankamos visuo-
tiniam minimumui. Svarbiausiy salygy (prily-
ginant Lagrangean pirmus dalinius vedinius a
ir A nuliui) pelningumas bus toks:

aTX=xTVg=1X, (21)

x=X"V'x, (22)
sprendinys pradiniai lygSiaiyra a =V ' X ir
A=1,

a=v'x,

a yra portfelis, priklausantis efektyvumo ribai.
Taip pat @ yra CML portfelis ir néra CML
atspindZio portfelis.

aTX=X"V"'Xx 23

Perteklinis pelningumas yra teigiamas,
kadangi V taip pat yra teigiama. Nagrinéjant
tokj CML modelj galima padaryti tam tikras
iSvadas:

a) jeigu a”1# 0, tada liestinio portfelio
t o svoriai yra portfelio & svoriai
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ter =(a"1)"a; (24)

b)jeigu a”1> 0, (a”1 < 0), liestinis port-
felis yra CML (CML atspindZio) portfelis.

c) jeigu rizikingy vertybiniy popieriy svoriai
portfelyje a yra lygiis nuliui ar ekvivalentiSkai
aT1=0, tada bus neribotas (baigtinis) lies-
tinis portfelis (CML yra asimptoté efektyvios
ribos hiperbolés) [2, p. 257].

Irodymas. Liestinis portfelis yra vienintelis
CML portfelis, netgi ir neturintis nerizikingy
vertybiniy popieriy (RF) ar ekvivalentiskai
rizikingy vertybiniy popieriy svoriai turi biti
lygis vienetui. Minéta teiginj jrodo 1 iSvada.

Kadangi perteklinis tikétinas portfelio a
pelningumas esant tam tikrai nerizikingumo
normai yra teigiamas, perteklinis tikétinas
pelningumas £ - , kuris gaunamas @ padalinus
i¥a’l, yra teigiamas (ar neigiamas), jeigu
a’1>0 (ei a”1<0), i§ to iplaukia, kad
portfelis £, yraant CML (ar CML atspindyje).

Kai liestinis portfelis yra CML atspindyje,
reikia papildomos pastabos, kad bty identi-
fikuotas CML portfelis. Tarkime, kad a yra
portfelio ribos portfelis, tada - a yra atspindzio
portfelis, taigi portfelio ribos portfelis su tuo
paciu nuokrypiu, tik skirtingu vidurkiu.

E(R_,)=2RF-E(R,) 25
— a yra vienintelis efektyvios ribos portfelis,
kuris skiriasi nuo a portfelio, taciau turi t3
patj nuokrypj (variacija) kaip ir portfelis a.
Jeigu a portfelis yra ant kapitalo rinkos tiesés,
atspindZio portfelis yra ant neigiamo kapitalo
rinkos tiesés nuolydZio atspindZio, ir atvirks¢iai.
Kadangi portfelis — @ turi tokj patj nuo-
krypj kaip ir portfelis a, i3 to iSplaukia, kad
- a privalo biiti atspindZio portfelis.
Minétos svarbiausios salygos jrodo, kad
CML portfelio, kuriame yra ir rizikingy, ir ne-
rizikingy vertybiniy popieriy, kovariacijos visos
yra lygios. Tai kainos santykis: EER vieneto



rizikos jvertinimas yra vienodas visiems akty-
vams.

Viena i§ pirminiy salygy, kad kiekvienas
CML portfelis g ir kiekvienas rizikingas verty-
binis popierius i yra lygis:

COV(R,,R,)

=A [, I =
FR)- Vi,i=12.,N (26)

I8 minétos formulés iSplaukia, kad R, = R, ,
formulg Va = AX padauginusi§ ¢” gaunama
a'Va=a"XA. 27)
Kairioji lygybés puse yra portfelio a varia-
cija, o deSinioji pusé yra EER kapitalo rinkos
tiesés portfelio g, esant nerizikingai palikany
normai ir apskai¢iuotam Lagrange daugikliui
[2, p. 259].
Pertvarkius formulé atrodo taip:
VAR(R,) _
E(R,)-RF
Po keliy anks¢iau minéty formuliy dalybos
ir pertvarkymo gaunama tokia lygybé:
E(R,)=RF +B[E(R,)- RF], Vi,
i=12..,N.
I3 pastarosios formulés isvedama f;:
_COV((R,R,)
VAR(R,) Vi

i=12..,n,

A (28)

(29)

Bi
(30)

o tai yra CAPM modelis arba vertybiniy po-
pieriy rinkos ties¢ (SML).

Grafiné CAPM modelio i§raiska patei-
kiama 2 paveiksle.

SML tiesé parodo beta koeficiento ir pagei-
daujamos pelno normos priklausomybe.

Beta koeficientas parodo, kaip vertybinio
popieriaus kaina reaguoja j rinkos jégas: kuo
lankséiau kaina atsiliepia j rinkos poky¢ius, tuo
didesnis $io vertybinio popieriaus beta koefi-
cientas. Todél beta koeficientas vadinamas

®
E‘h
10
o Vertybinio
8° ‘Rinkos rizikos | PoBLeriaus
rizikos priedas
E: StV prede i
E 2 Nerizikinga
§’ pelno norma
X0
H 0 05 1 15 2
<

2 pav. Vertybiniy popieriy rinkos tiesé
Saltinis: NorvaiSien¢ Rasa, Jmonés investicijy valdymas,
p. 35.

sisteminés rizikos, kurig lemia rinkos salygos,
charakteristika.

Sis koeficientas apskaiciuojamas remiantis
vertybinio popieriaus faktinio pelningumo ir
faktinio rinkos pelningumo santykiu. Rinkos
pelningumas paprastai matuojamas kaip visy
akcijy pelningumo vidurkis (7, p. 34].

Visos vertybiniy popieriy rinkos beta koefi-
cientas lygus 1. Kuo didesnis beta koeficientas,
tuo rizikingesnis vertybinis popierius. Koefi-
cienty reik§més ir vertybiniy popieriy pelnin-
gumo poky¢iy krypé&iy paaiSkinimai pateikiami
1 lenteléje.

Vertybinio popieriaus rinkos linija skiriasi
nuo kapitalo rinkos linijos. Vertybinio popie-
riaus rinkos linija yra grafinis CAPM modelio
pavaizdavimas, kuris parodo betg ir reikalau-
jama pelninguma. Kapitalo rinkos linija
vaizduoja efektyvig riba rinkos portfeliui ir pa-
rodo planuojamg pelninguma bei standartinj
nuokrypj [5, p- 338].

SML taip pat yra svarbi vertybiniy popieriy
kainoms. Esant rinkos pusiausvyrai, kickvienas
instrumentas bus ant vertybinio popieriaus
rinkos linijos, nes uz tam tikra rizika bus sitilo-
mas atitinkamas pelningumas [5, p. 339].

Investicijy plotméje labai svarbi yra inflia-
cija. Numatomos infliacijos poky¢iai turi jtakos
SML tiesei.
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1 lentelé. Beta koeficienty reikSmiy paaiskinimas

Beta koeficiento | Vertybiniy popieriy pel) ReikSmiy interpretavimas
ik§mé: gumo pokyéio kryptis
2,0 Tokia pati kaip rinkos Vertybiniai popieriai dvigubai rizikingesni nei rinka
1,0 Tokia pati kaip rinkos Vertybiniy popieriy rizika lygi rinkos rizikai
0,5 Tokia pati kaip rinkos Vertybiniy popieriy rizika perpus maZesné nei rinkos
rizika
0 Néra priklausomybés Vertybiniy popieriy rizika nesusijusi su rinkos rizika
-0,5 Priesinga nei rinkos Vertybiniy popieriy rizika perpus maZesné nei rinkos
rizika, tik prieSinga kryptimi
-1,0 Priesinga nei rinkos Vertybiniy popieriy rizika lygi rinkos rizikai
-2,0 PrieSinga nei rinkos Vertybiniy popieriy rizika dvigubai didesné uZ rinkos
rizika, bet prieinga kryptimi

Saltinis: NorvaiSiené Rasa. Jmonés investicijy valdymas, 2004, p. 34.

" SML

12T SHL
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§3 (e ——mne =
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3 pav. Vertybiniy popieriy rinkos tiesés reakcija
i infliacijq
Saltinis: Ten pat, p. 36.

Jei investuotojai tikisi didesnés infliacijos,
visoms savo pageidaujamoms pelno normoms
jie priskirs didesnj infliacijos prieda, ir SML,
pasislinks lygia greta su SML. Tiesés pasvirimo
kampas nesikeis.

Investavimo sprendimams taip pat turi
itakos rizikos vengimo laipsnis. Investuotojy
vengimo rizikuoti poky¢iai lemia vertybiniy
popieriy tiesés nuolydj, t. y. rizikos prieda.
Rizikuoti linkusio investuotojo SML tiesés
pasvirimo kampas maZesnis ir atitinkamai
mazesné pageidaujama pelno norma (SML,).
O investuotojo, vengianéio rizikos, rizikos
priedas didesnis ir pageidaujama pelno norma
didesné (SML,), t. y. nelinkgs rizikuoti
investuotojas pageidauja didesnés kompen-
sacijos uz rizika.
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Pageidaujama
pelno norma, %

0 05 1 15 2

4 pav. SML rizikuoti linkusio i

njo ativilgiu
Saltinis: Ten pat, p. 35.

Originaly portfelio teorijos tesinj pasiulé
Tobinas (Tobin), kuris j portfelio analiz¢ jtrau-
ké nerizikinga turta —valstybés izdo vertybinius
popierius. Siuo atveju investuotojai nesinau-
doja efektyviaja portfeliy riba. Investuotojai
gali padalyti savo kapitala rizikingosioms ir
nerizikingosioms investicijy pagal savo rizikos
ir pelno kriterijy.

Turto jkainojimo modelis nustato numa-
tomo pelningumo ir rizikos rysj konkuren-
cinéje rinkoje. Jis sukurtas atsiZvelgiant j prie-
laidas, kurios apibréZia investuotojy elgesj ir
rinkos salygas. Sios prielaidos yra:

1) visi investuotojai vengia rizikos, kuri lygi

portfelio pajamy (pelno) normos vidu-
tiniam kvadratiniam nuokrypiui;




2) visi investuotojai turi vienoda laiko
horizontg investiciniam sprendimui
priimti;

3) visi investuotojai turi vienoda subjek-
tyvy bisimo kiekvieno vertybinio
popieriaus pelno ir rizikos jvertj;

4) rinkoje egzistuoja nerizikingoji inves-
ticija j turta ir kiekvienas investuotojas
gali skolintis arba skolinti neribotg jo
kiekj su nerizikingaja paliikany norma;

5) i visus vertybinius popierius kapitala
galima investuoti norimu santykiu, néra
iSlaidy vz sandorius, néra mokes¢iy bei
nepadengtojo pardavimo apribojimy;

6) visiems investuotojams laisvai priei-
nama ir vienodai galima informacija
apie investicijas;

7) nusistovéjusi kapitalo rinkos pusiau-
svyra, t. y. rinkos kainos yra kliringo
kainos (kainos, pagal kurias vykdomi
kasdieniai atsiskaitymai kliringo konto-
roje) [11, p. 265-266].

Vertybiniy popieriy numatomo pelnin-
gumo normos atitinka ilgalaikio turto jkaino-
jimo modelio apribojimus: jie yra lygis
nerizikingai paliikany normai plius vertybiniy
popieriy beta, atsizvelgiant i bet kurj CML
portfeli a, nustato portfelio a perteklinj ti-
kéting pelninguma, didesnj nei nerizikinga
norma. Taip pat toliau bus siekiama iliustruoti,
kad paprastas tik rizikingy vertybiniy popieriy
(hiperbolé) efektyvios ribos nustatymas yra
specialus atlikto tyrimo atvejis. Pavaizduoti
hiperbole reikia dviejy skirtingy portfe-
liy.Vienas portfelis yra liestinis portfelis £,
kurio pelningumo nuokrypis yra minimalus.
Kitas portfelis yra taip pat liestinis portfelis £,
tik $iuo atveju nerizikinga paliikany norma yra
lygi 0. Tadiau jeigu minimalus nuokrypio
portfelis ¢, turéty nuling tikéting reikSme, t. y.

I"V™'E =0, tada portfelis ¢, visiSkai

neegzistuoty: nebiity hiperbolés liestinés.
Tokiu atveju galima pasirinkti kita hiperbolini
portfelj, kuris biity liestinis portfelis, atitin-
kantis poreikius esant bet kokiam apibréZtam,
nelygiam nuliui, nerizikingam pelningumui. Tai
galima apibendrinti taip: jeigu 17V 'E £ 0,
tada liestiniai portfeliai £, (kuris atitinka
a=V"1)ir t, (kuris atitinka a=V"E)
apima efektyvia riba rizikingy aktyvy - tik
hiperbolg. Jeigu 1"V 7'E =0, liestiniai
portfeliai fs ir ¢, (kuris atitinka
a=V"'(E-Ic), &a cyra apibrézta nenuline
konstanta) apima hiperbole: vietoj hiperbolés
dviejy asimptociy eina per pacia hiperbole [2,
p. 259].

Merton 1972 m. jrodé, kad bet kurie du
neidentiSki hiperbolés portfeliai apima hiper-
bole. IS to iSplaukia, kad liestinis portfelis yra
hiperbolés portfelis.

Abejingumo kreiviy reik§mé
optimizuojant
vertybiniy popieriy portfelj

Abejingumo kreivés investicijy plotméje gali
biiti traktuojamos kaip metodas, naudojamas
parinkinti labiausiai pageidaujamga portfelj.
Sios kreivés vaizduoja investuotojo poZiiirj
rizikg ir pelninguma ir yra iSreiSkiamos
dvimadiu grafiku, kurio vienoje aSyje pazZy-
mimas rizikos matas, t. y. standartinis nuokry-
pis, o kitoje — numatomas pelningumas.

Pabandysime iliustruoti rinkinj abejingumo
kreiviy tariamam investuotojui, kaip pateikta
5 paveiksle.

I3 pateiktos schemos matyti, kad abejin-
gumo kreivés yra tiesinés ir lygiagre¢ios. Kuo
aukstesné kreivé, tuo labiau pageidaujama
tokia situacija. Pateiktame paveiksle kreivés
sunumeruotos nuo 1 iki 6 pagal jy vaizduo-
jamos situacijos patraukluma. Kiekvieno
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| Pelningumas

Rizika

3 pav. Abejingumo kreivés
Saltinis: Fisher Donald E., Jordan Roland J. Security
analysis and portfolic management, 2000, p. 491.

investuotojo uzdavinys yra surasti galimo port-
felio liesting esant geriausiai (auksciausiai)
abejingumo kreivei. Jei yra sujungiama efekty-
vumo riba su abejingumo kreivémis (6 pav.),
nesunku pastebéti, kaip investuotojas gali
ispresti efektyvios ribos nustatymo klausima.

Taskas B yra geriausias portfelis ir jis yra
efektyvus, ir Siame taske efektyvumo riba yra
abejingumo kreivés liestiné.

Daugelis investuotojy tikisi didesnio pel-
ningumo esant papildomai rizikai, todél abe-

.| Pelningumas

Rizika

Ahots

riba

6 pav. kreivés ir efekty

Saltinis: Ten pat, p. 491,
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jingumo kreivés yra aiSkiai (teigiamai) pasvi-
rusios. 7 paveiksle vaizduojamas rinkinys
abejingumo kreiviy, kurios budingos tiems
investuotojams, kurie prisiima didesn¢ rizika.
Tokio investuotojo abejingumo kreives yra nei-
giamai pasvirusios ir prieSingos pradinéms
originalioms kreivéms.

Pelningumas

7 pav. Rizikingo investuotgjo abejingumo kreivés
Saltinis: Ten pat, p. 492.

Abejingumo kreivés pasvirimo laipsnis pa-
rodo investuotojo prisimintos rizikos masta.
Abejingumo kreivés gali biti ne tik tiesinés
i§raiSkos. Tai iliustruoja 8 paveikslas.

Ribiné nauda 4 .
[
Pelningumas
8 pav. Pelningumo ir ribinés naudos kreivés

Saltinis: Ten pat, p. 494.

A kreivé iliustruoja didéjanéia investuotojo
ribine nauda ir jo polinkj  rizika. B kreivé -
pastovia ribing nauda ir investuotojo neutra-
lumag rizikai. C kreivé — neZymiai maZéjancia
ribin¢ nauda ir Zemg investuotojo rizikos pri-
siémimo laipsnj.



Taigi galima padaryti tam tikras iSvadas:
investuotojui patrauklesnis tas portfelis, kuris
bus ant abejingumo kreivés, esanéios auks¢iau
ir deSiniau, nei tas, kuris i§sidéstes Zemiau ir
kairiau. Taip pat tikslinga paZyméti, kad inves-
tuotojas turi galimybe rinktis i§ begalés abejin-
gumo kreiviy, t. y. esant kelioms kreivéms visa-
da galima tarp jy nubréZti nauja.

Optimalaus portfelio sudarymas

Atliekant investicija, pradinés kapitalo iflaidos
Zinomos, tafiau grazos (pajamy) dydis yra
neapbréztas. Prielaida, kad investicija apima
tik vieng perioda, kartais pakankamai gerai
aproksimuoja keliy periody investicija. Tagiau
daugelis investicijy, pavyzdZiui, vieai prekiau-
jamos akcijos, néra susietos su vienu periodu,
kadangi jos gali biiti bet kada parduotos, o
dividendai iSmokami periodiSkai. Nepaisant to,
tokia investicija galima nagrinéti kaip vieno
periodo investicija. Investicinis neapibréz-
tumas paprastai nagrinéjamas vidurkio-
dispersijos atzvilgiu. Remiantis Markowitz
teorija tariama, kad investuotojai vengia
rizikos, t. y. jie nori kiek jmanoma maZesne
rizika gauti numatomga pelna. Paprastai inves-
tuotojai sudaro investicinj portfelj, ir tai reiskia
rizika, susijusia ne su viena konkrecia inves-
ticija, o su daugeliu investicijy.

Teorijoje rizika apibréziama kaip numa-
tomo pelno uz investicij vidutinis kvadratinis
nuokrypis. Sis dydis rodo galima pelno i in-
vesticijos kitima per tam tikra laika. Mokédami
jvertinti rizika, galime kurti modelius, susietus
su rizika ir numatomu pelnu bei paaiskinti
diversifikavima arba investicijos paskirstymo
procesg [11, p. 24].

Pries pradedant sudaryti optimaly portfel,
tikslinga i$siaiSkinti pacia optimalaus portfelio
prasme¢. Kaip, Zinant nerizikinga paliikany
norma, nustatyti optimalios rizikos portfelj.

Optimalios rizikos portfelis yra liestinés
taskas tarp kapitalo rinkos tiesés CML ir
efektyvumo ribos.

Kadangi optimalus portfelis yra palei
efektyvumo riba, liestinés taskas yra ant tiesés
su maksimalia liestine tarp tos linijos ir hori-
zontalios linijos.

Toks sprendimas yra pakankamai geras,
kadangi néra lengva nustatyti abejingumo krei-
ves kiekvienam sprendimo priéméjui.

R,-r

Maxmp=——n ", @1)
220400
k=1i=1

Euf =1, (32)

a; yra i akcijos svoris portfelyje; O, yra k
ir j akcijy kovariacija; R, - portfelio pel-
ningumas; 7 - nerizikinga palikany norma;
m — analizéje naudojamy akcijy skaiCius [9, p. 2].

Minétus samprotavimus galima iSreiksti
grafiskai.

Pelningumas
A Bul

Kapitalo rinkos tiesé

Optimalus portfelis

Standartinis nuoktypis

>

Y pav. Kapualo rinkos tiese, efektyvumo nba ir
optimalus portfelis

Saltinis: Pareja Ignacio. Optimal portfolio selection, 2001, p.3.

Tirti buvo pasirinktos keturiy jmoniy (saly-
ginai Zymimy A, B, C ir D) akcijos ir stebétas
jy pelningumo kitimas per metus ménesio
intervalu.
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2 lentelé. Imoniy akcijy kainy pelningumai ir sta-
tistiniai juy jveréiai

3 lentelé. Akcijy kainy pertekliniy pelningumy
matrica

Antroje lenteléje pateikti skirtingy jmoniy
akcijy kainy pelningumai, apskaic¢iuotas kiek-
vienos akcijos pelningumo vidurkis, variacija,
standartinis nuokrypis bei pateikti pradiniu
momentu pasirinkti akcijy svoriai portfelyje.

Toliau 3 lenteléje pateikiama perteklinio
pelningumo matrica.

Transponuota matrica pateikiama 4 len-
teléje, ji apskai¢iuojama panaudojus progra-
mos Excel transponavimo funkcija.

Toliau skaiiuojama kovariaciné matrica,
panaudojus COVAR funkcija.

Kovariacija - tai absoliutus dviejy instru-
menty pelningumy asociacijos laipsnio rodik-
lis. Kovariacija yra dydis, kuriuo per tam tikra

Mé A akcija | B akcija | C akcija | D akcija Mé A akcija| B akcija | C akcija |D akeija
o [ T s o] oa% [ aom ] aosw
0 0 (] 0
k) 2 2 2 2 ,440 ,56% ,90% , 0,
3 -3,70% | 7,89% [ 7,70% | 3,45% 3 A; 6,56 f’ —4.50 f’ 1.3 sf’
2 12.40% | 15.89% | 17.09% | 5.00% 3 [-10,06%| 1,68% | —4,23% [-095%
s 17,70% | 6,98% | 28,00% | 10,67% 4 6.04% | 968% | 516% | 0,60%
6 7,89% | 7,97% | 16,98% | 7,99% 5 11,34% | 0,77% | 16,07% | 6,27%
7 =1,20% | —8,67% | 23,45% | 7,23% 6 1,53% | 1,76% 5,05% 6
8 | 4,50% | 9,99% | 12,10% | -8,67% 7 |-7.56% | —14,88% | 11,52% | 2,83%
9 23,00% | -5,89% | 13,98% | 6,90% — S =T 7079
10 | -7,89% [ 7,98% | 7,77% | 4,95% 8 1,86“A: 3’78/: 0’”? 13,on7/.,
111 -9.80% | 6.35% | -2.43% | 3.10% 9 16,64% | -12,10% | 2,05% | 2,50%
12 7.30% | —2,12% | —5,40% | —2,66% 10 -14,25%| 1,77% —4,16% 0,55%
Vidurkis| 6,36% | 6,21% | 11,93% | 4,40% 11 [-16,16%| 0,14% [ -14,36% |—0,70%
Variacija| 1,08% | 0,62% | 0,94% | 0,28% 12 0,94% | -833% | -17,33% | -7,06%
Standar-
tinis 10,37 7,87 9,71 5,29
ouokrypis - - - - tarpg du kintamieji kovarijuoja (juda kartu).
Svoriai 25% 25% 25% 25% Kovariacija ga.li biiti:

o teigiama, kai dviejy instrumenty pelnin-
gumo rodikliai tuo paciu metu kinta ta
pacia kryptimi;

» neigiama, kai dviejy instrumenty pel-
ningumo rodikliai kinta prieSingomis
kryptimis;

o nuliné, kai dviejy instrumenty pelnin-
gumai yra nepriklausomi [5, p. 330].

Tolesniems skaiCiavimams apibréziamas

akcijy svoriy portfelyje vektorius.
Panaudojus SUMPRODUCT funkcija
apskaiciuojamas vidutinis portfelio pelnin-
gumas, kuris nagrinéjamu atveju yra
7,225%.

Svoriy vektoriy padauginus i§ kovariacijos
matricos gaunami duomenys, kurie pateikti
7 lenteléje.

4 lentelé. Akcijy kainy pertekliniy pelningumy transportuota matrica

Ménuo 1 2 3 4 5

7 8 9 10 11 12

A akcija | 16,35% | 9,80% [ -3,70% [ 12,40%17,70%

7,89%

~1,20% | 4,50% |23,00%]-7,89% | -9,80% | 7,30%

B akcija | 15,35% [ 12,77% | 7,89% |15,89%] 6,98%

7,97%

—8,67% | 9,99% |-5,89%| 7.98% | 6,35% |-2,12%

C akcija | 16,90% | 7,03% [ 7,70% |17,09%|28,00%

16,98%

23,45% | 12,10% [13,98%| 7,77% | -2,43% | -5,40%

D akcija | 8,45% | 5,78% | 3,45% | 5,00% [10,67%

7,99%

7,23% | -8,67% | 6,90% | 4,95% | 3,70% [-2,66%
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5 lentelé. Akcijy kainy pertekliniy pelningumy kovariaciné matrica

Skai¢iuoti reikalingi pradi-

A akcija B akcija C akcija D akcija niai duomenys pateikiami 10 pa-
A akcija | 0,0098571 | 0,009369915 | -0,0004237 | 0,0009752 | veiksle.
B akcija | 0,0002972 [ 0,006773485 [  0,0021389 | —0,0003821 UzZpildomi  atitinkami
C akeija | 0,0043186 | 0,002138873 |  0,0183303 | —0,0075811 | SOLVER parametrai, t. y. paZy-
D akcija | 0,0014695 | -0,00038209 | -0,0075811 0,0225813 mima maksimizuojama funkcija

6 lentelé. Akcijy svoriy portfelyje vektorius

C akcija
25%

A akcija
25%

B akcija
25%

D akcija
25%

Portfelio variacijos koeficientas yra
0,0038688, standartinis nuokrypis 0,0621993.
Tolesniems skai¢iavimams bus naudojama
nerizikinga paliikany norma, kuri yra 3,5 proc.
Excel programos SOLVER operatoriaus
pagalba bus maksimizuojama @ reikSme,
t. y. ieSkoma tokiy portfelyje esanéiy akcijy
svoriy, kad biity pasiektas maksimalus pel-
ningumas esant tam tikrai rizikos.

7 lentelé. Akcijy svoriy portfelyje vektoriaus daugybos is kovariacijos

matricos rezultatai

tn@ , nurodoma keiciamy svoriy
vieta (pradiniu momentu buvo pasirinkti
vienodi svoriai j visas akcijas, kurie po mak-
simizavimo bus pakeisti). Taip pat pasirenkama
salyga, jog bendra svoriy suma yra lygi 1, ir tai,
kad portfelyje néra neigiamy svoriy, t. y. néra
trumpy pozicijy.

Po skaiCiavimo gauti rezultatai pateikti
12 paveiksle.

Po atlikto portfelio optimizavimo patariama
investuoti kitomis proporcijomis, nei buvo
numatyta tyrimo pradzioje, t. y. j A akcijas
9,08 proc., | B akcijas 41,6 proc., C akcijas
24,54 proc.,
24,78 proc. kapitalo. Tokiu

D akcijas

Svoris vektorius © biidu bus pasicktas maksi-
kovariacijos matrica A akcija B akcija C akeija D akcija malus pelningumas esant tam
0,0039856 | 0,0044750 | 0,0031161 [0.0038983 | tikro dydzio rizikai.
A B c D SF F
1 A akcija | B akcija | C akcija | D akcija
2 Svoriai|  26,00%| 2500%)| 25.00%| 25.00%)| 100.00%
3 - v
4
5 Portfelio pleningumas| 7,22500%
6
| 7] A akcija | B akcija | C akcija | D akcija
8 | Svoriy vektorius x kaovariacijos matrica| 0.0039856/ 0.0044750} 0,0031161| 0,0038983
9 \ -
10{Portfelio variacijos koeficientas 0,0038688f o o
11 | Standartinis nuokrypis 0,0621993
12
13 Nerizikinga palikany normal 3.50%
14
15 Maxtn| 59.83% 1

10 pav. Skaiéiavimo pagrindiniai duomenys
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Solver Parameters

A B T 1 D : F
3 A akcija akcija | C akcija | D akcija
2] Svoriai 9,.08%| 4160%| 2454%| 2478%| 100,00%
3
4
5 Portfelio pleningumas| 7,17814%
A akcija | B akcija | C akcija | D akcija
Svoriy vektorius x kovariacijos matrica| 0,0024431) 0.0040989) 0,0034714] 0,0036643
g
10 {Ponifelio variacijos koeficientas 0,0036868
-| Standartinis nuokrypis 0,0607189]
Nerizikinga palikany 3,50%
Max tn 61,35%

12 pav. Optimizavimo rezultatai

ISvados

1. Kiekvienas investuotojas turi balansuoti
tarp rizikos ir pelningumo, kad gauty maksi-
malia nauda. Tai padeda pasiekti vertybiniy
popieriy portfelio optimizavimo modeliai,
kuriy pagalba pasirenkamos optimalios inves-
ticijy paskirstymo proporcijos.
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2. Kapitalo rinkos tiesé yra viena i svar-
biausiy priemoniy finansy, o ypa¢ investicijy,
tiek studijy, tiek praktinéje srityje. Inves-
tuotojai, turintys vertybiniy popieriy portfelius,
kurie néra ant CML tiesés, nerimauja dél
rizikos, kurios jie nepajégs kompensuoti.
Efektyvumo riba, sudaryta i rizikingo turto,



visada yra nutolusi nuo kapitalo rinkos tiesés,
kuri kyla i§ maZiau rizikingo tasko ir yra efek-
tyvumo ribos liestine.

3. Remiantis ilgalaikio turto jkainojimo
modeliu, optimalus portfelis, kurj nusako
liestinés taskas tarp kapitalo rizikos tiesés ir
efektyvumo ribos ir sudarytas i§ atitinkamy
proporcijy rizikingy ir nerizikingy vertybiniy
popieriy esant tam tikrai rizikai yra maksimi-
zuojamas portfelio pelningumas. Toks optima-
lumo apibréZimas yra pagristas ir tuo atveju,
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INTERNALS OF OPTIMAL PORTFOLIO CONSTRUCTION

Deimanté Vasiliauskaité
Summary

The purpose with this note is to rescue a simple pro-
cedure presented by Black (1972), Merton (1973) and
later by Levy and Sarnat (1982), Elton and Gruber
(1995) and Benninga (1997). They just propose that
the optimal portfolio can be found maximizing the
slope of the line that joins the point of risk-free re-
turn and the efficient frontier. When this maximum
tangent is reached, that line is the capital market line
(CML) (it is tangent to the efficient frontier).

This is a simple procedure that does not require
one to calculate the efficient frontier and is an easy
task with Excel Solver. It is just one point of the
efficient frontier.

In this article are provided simple methods of
constructing known results. At the core of the met-
hods is the identification of a simple concise basis
that spans the Capital Market Line (CML). It is shown
that a portfolio whose risky assets weights are the
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product of the inverse variance-covariance matrix of
(nonredundant) security rates of return times the vec-
tor of the excess expected rates of return over the
risk-free rate is a CML portfolio. This portfolio and
the risk-free security span the CML. In addition, with
this basis, there is immediate construction of the effi-
cient frontier of risky assets (the “hyperbola™), “tangen-
cy” portfolios, “reflection” portfolios, and a CAPM re-
lationship. Used method is quick and simple. It is easy
to derive, teach, implement, interpret, and remember.

In a well developed financial market with liquid
short term fixed income trading, the volatility of short
term fixed income securities forms a continuous spec-
trum that converges to zero, the volatility of riskless
asset. This means that the attainable combinations of
risky assets contain the whole region under the capi-
tal market line and the capital market line is the
efficient frontier for the risky assets.

[teikta 2004 m. birzelio mén.
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According to the CAPM theory, a portfolio that
lies in the efficient frontier and combined with cer-
tain proportion of risk free investment, and given a
desired risk level, maximizes the return of the com-
bined portfolio. This definition is valideven if the
desired risk level is less than the minimum defined
by the efficient frontier.

That optimal risky portfolio is just the point of
tangency between the Capital Market Line and the
efficient frontier. As this optimal portfolio has to lie
along the efficient frontier, then the point of tangen-
cy is located at the line with the maximum tangent
between that line and the horizontal line. This solu-
tion is very good because it is not easy to détermine
the indifference curves for each decision maker.

According to the CAPM theory, the investor will
prefer a position in the “market portfolio” either le-
vered or unlevered. Then, the optimal portfolio is
given by this optimization problem.



