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Ivadas

Dzeta ir L funkcijy universalumo savybé yra

vienas didziausiy fenomeny analizingje skaiéiy
teorijoje. Si savybé reiskia, kad analizinés funkcijos
gali biiti aproksimuojamos duotu tikslumu dzeta arba
L funkcijy postiimiais tam tikrose srityse.

1975 m. S. Voroninas (Voronin) irodé [20]

Rymano dzeta funkecijos,

1
is) = ﬁ'

m=1
universaluma, t. y., jog kiekviena tolydi nelygi nuliui

{s € C: |s] <%}, s € C, funkcija ir

o>1 s= o+it,

skritulyje

analiziné jo viduje norimu tikslumu gali bati
aproksimuojama {(s) postimiais.

Voronino rezultatu susidoméjo daugelis skaiciy
teorijos specialisty — pastebéta, kad analogiska
universalumo savybe turi ir daug kity klasikiniy dzeta
ir L funkcijy. Be to, Voronino teorema buvo
sustiprinta dviem kryptimis: pirma, skritulys, kuriame
aproksimuojama analiziné funkcija, buvo pakeistas
bendresne aibe; antra, jrodyta, jog Rymano dzeta
funkcijos postimiy {(s + it), norimu tikslumu
aproksimuojanciy duotg analizing funkcijg, yra be
galo daug (apatinis tankis yra grieztai teigiamas) [7].

Siuo metu jrodyta, kad ir daug kity klasikiniy
dzeta bei L funkcijy taip pat yra universalios pries tai
nurodyta prasme. ISsami dzeta ir L funkcijy
universalumo analizé pateikiama K. Matsumoto
apzvalginiame straipsnyje [12].

Sprendziant jvairius matematikos taikymo
uzdavinius, daznai tenka aproksimuoti ir jvertinti
analiziniy funkcijy sistemas. Si problema sékmingai
sprendziama, remiantis dzeta funkcijy jungtiniu
universalumu. Taciau kur kas sudétingesné problema
yra jungtinio universalumo nagrin¢jimas, kai
aproksimuojancios funkcijos yra skirtingos tam tikra
Tokios risies jungtinis
vadinamas misriuoju jungtiniu universalumu.

prasme. universalumas
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H. Misu (Mishou) pradéjo nagrinéti jungtinj
dzeta funkcijy, turin¢iy ir neturin¢iy Oilerio
sandaugos pagal pirminius skai¢ius, universalumg. Jis
jrodé [14] jungting universalumo teoremg Rymano
dzeta funkcijai {(s) ir Hurvico dzeta funkcijai {(s, a)
su transcendenciuoju parametru a. Primename, jog

(s, a) pusplokstuméje o > 1 apibréziama eilute
co=Y
s 0) = (m+ a)s
m=0

ir analiziSkai pratgsiama j visg C, i$skyrus paprasta
poliy taske s = 1 su reziduumu 1. Akivaizdu, kad

¢(s,1) = ¢(s).

Misu teorema [14]. Tarkime, kad skaicius o yra
transcendentusis, Ky, K, — kompaktinés juostos

1
D={SE(C:§<O'<1}

aibés su jungiaisiais papildiniais, funkcija f;(s) yra
tolydi ir nelygi nuliui aibéje K; bei analiziné jos
viduje, o funkcija f,(S) tolydi aibéje K, ir analiziné
jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf = meas{t € [0,T]: sup|{(s +it) — f1(5)]| <
T-oow T SEK,

g, sup|l(s+it) — fr(s)| < £}> 0.

SEK,
Cia meas 4 Zymi maciosios aibés 4 Lebego mata.
Véliau Misu teorema buvo apibendrinta periodiné
dzeta ir periodinés Hurvico dzeta funkcijy rinkiniui,
Rymano dzeta funkcijos ir naujyjy formy dzeta
funkecijy rinkiniui bei kitoms funkcijoms [8], [9], [16],
[18].

Tyrimo tikslas — jrodyti miSriojo jungtinio
universalumo teorema Selbergo klasés L funkcijoms
ir periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms.

Siuo atveju jrodysime teorema apie duoty
analiziniy funkcijy rinkinio vienalaikj aproksimavima
L funkcijy, turin€iy Oilerio sandauga pagal pirminius
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skaiCius, ir Hurvitzo tipo dzeta funkcijy, neturinciy
Oilerio sandaugos, postiimiais.

Rezultatas gautas pirmo $io straipsnio autoriaus
Mindaugo Jaso magistrantiiros studijy metu, o
straipsnis parengtas jo magistro darbo [4] pagrindu.

Tyrimo objektas. Tam, kad suformuluotume
pagrindinj rezultata, pateiksime nagrinéjamy objek-
ty — Selbergo klasés funkcijy ir periodiniy Hurvico
dzeta funkcijy — apibrézimus.

1989 m. A. Selbergas (Selberg) apibréze placia
paprastyjy Dirichlé eiluc¢iy

L(s) =

ms’
m=1
klase, turincig Oilerio sandaugg, analizinj pratgsima,
Rymano tipo funkcine lygtj ir tenkinanc¢ia Rama-

nudzano (Ramanujan) hipoteze koeficientams a,,.

s=o0 +1it,

ISsami informacija apie minétg funkcijy klase
pateikiama [17], ja zymésime §. Straipsnyje
naudojamos funkcijos i§ Selbergo klasés, tenkinan-

cios papildoma reikalavima:
Jim —Zla(p)l2 =K,
psx
Cia k — teigiama konstanta, p — pirminiai skaiciai (t. y
p €P), m(x) = Xpex 1.
Tegulb = {b,,: m€ Ny =NUO0}yra
niy skai¢iy su minimaliu periodu | € N seka, o

kompleksi-

a 0 < a<1, yra fiksuotas parametras. Tuomet
funkcija (s, o, b)
pusplokstuméje o > 1 apibréziama eilute

bm
Z(S, Qa, b) = mzzo m

Kadangi koeficientai b, yra periodiniai, tai pus-

periodiné  Hurvico dzeta

plokstuméje o > 1 galioja lygybé
1-1

LS (e

m=0

m+ o
U(s,00b) = )
kuri duoda funkcijos {(s, a,b) analizinj pratesimg j
visg kompleksine plokstuma, iSskyrus taskg s = 1,
kuris yra paprastas polius su reziduumu

-1
1
=7 bn
m=0

Jeigu b = 0, tai {(s, o, b) yra sveikoji funkcija. Kai
b, =1 ir L =1, tuomet {(s,a,b) virsta Hurvico
dzeta funkcija. Placiau apie {(s, o, b) galima rasti [5],
[8], [12].

Siuo atveju nagrinésime rinkinj Z(s, aj; aﬂ), 0<a<
1, kur ;= {ayj;m € No}

yra  periodinés
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kompleksiniy skai¢iy sekos su minimaliu periodu

qi €N, j=1,..,1, 1 =1,..,1;. Be to, tegul q; yra
maziausias bendras sekos q;q, ..., q it kartotinis ir
Ai1j1 QAqj2 ayji;
Aj _ azj1  Azj2 Azji;
Aqjj1 - Qqjj2 Aq;jt

Tegul K yra kompaktiniy juostos
D£={S€C: O'L<O'<1},

1
- d_L} ,
papildiniais klasé¢, o Hy; (K) — tolydziy, nelygiy nuliui

ir analiziniy srities K viduje funkcijy klase, K € K.
Be to, tegul K yra kompaktiniy juostos

oy = max{z,l aibiy su  jungiaisiais

1
Dz{sEC: E<G<1}
aibiy su jungiaisiais papildiniais klasé, o H (K]) -
tolydziy ir analiziniy funkeijy klase, K; € K.

Pagrindiné teorema. Tarkime, kad L€ S ir
egzistuoja tokia teigiama konstanta k, kad

9}1_{{}0@2| a()|* = k.

p=x
Tegul  skaiciai  oq,...,Q, yra  algebriskai
nepriklausomi virs Q ir rank(A) L,j=1,..,7r.

Be to, tegul K € K ir f(s) € Hy;(K), o K,

fil(s) € H(Kﬂ), visiems j = 1,...,
Tuomet su kiekvienu € > 0

it L EX ir

rirl= 1,,l]

lim mf meas{r e [0,T]:

T —oo

sup |[L(s+it) = f(5)]| < &

SeK

sup sup sup| (s + i, a],all) f]l(s)|<s}>0

1sjsr 1slslj seKj

Akivaizdu, kad pagrindiné teorema apima
ankstesnius matematiky darbus [3], [6], [8], [10], [11]
ir [16], kuriuose vietoje Selbergo klasés funkcijy buvo
nagrinégjama Rymano dzeta funkcija, paraboliniy
formy, naujyjy formy dzeta funkcijos arba normuotos
paraboliniy formy L funkcijos su sgsukomis.

Svarbu akcentuoti tai, jog Siuo atveju galime
pateikti ir parametry a pavyzdj. Tarkime, jei r = 2,
tokiu atveju

o = 2_%, oy = 2_3‘/1,
nes jrodyta [2], kad skaiciai a; = 2V2 ir ap = 2 V%

yra algebriSkai nepriklausomi vir§ Q.

Tyrimo metodai.
universalumo teoremoms

Straipsnyje pateikiamoms
jrodyti  naudotas
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tikimybinis metodas, paremtas ribinémis teoremomis
apie silpngjj tikimybiniy maty konvergavima;
taikomas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
ekvivalentas tolydumo aibés terminais. Svarby
vaidmen; atlicka Mergeliano teorema apie analiziniy
funkcijy aproksimavima polinomais.

Tikimybinis modelis

Pagrindinés universalumo teoremos jrodymui
reikia jrodyti ribing teorema silpno tikimybinio mato
konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje.

Tegu G yra sritis kompleksinéje plokStumoje.
Pazymékime H(G) analiziniy srityje G funkcijy erdve
su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija.

.
u=Zl-, v=u+1,
j=1

HY = HY(D;,D) = H(D;) x H*(D).
Kaip jprastai, pazymékime X metrin¢ arba topologing

Tegul

erdve, o B erdvés X Borelio o-kiing, t. y. maziausig
o kiing, kuriam priklauso erdvés X atviryjy aibiy

! aﬂr )

sistema. Dél trumpumo tegul

a=(ay,..,0.),a= (all, .

(11[1, R TR
ir
Z(s1,s,00,L) = (L(s1), 4G5, ag; a31) ,oen

Z(s, oq; alll), s ((s, s aﬂr)).

U(s, oy Qpq), oees

Siame skyriuje nagrinésime tikimybinio mato

Pr(A) & %meas{r € [0,T]:

Z(sy +it,s+it,0,a, L) € A},
silpngji konvergavima, kai T — oo.
Ribinés teoremos formulavimui reikalinga topologiné
struktira. Tegul y = {s € C: |s| = 1}. ApibréZiame
daugiamacius torus:

14

MEN,

A € B (HY),

kur y, =y visiems pirminiams skaiciams p ir y,, =

y visiems m € N,. Pagal Tichonovo (Tikhonov)
teoremg, su sandaugos topologija ir pataskine
daugyba, torai (2 ir ) yra kompaktiskos topologinés
grupés. Taigi, erdvése (ﬁ, B(ﬁ)) ir (Q,B(Q))
egzistuoja tikimybiniai Haro (Haar) matai my ir my.
Turime tikimybines erdves (Q, B(Q), My )
(Q, B(Q), my).

Dar daugiau, tegul Q; = Q, j=1,..,n
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Q=0x0; X xQ,.
Tuomet ir Q yra kompaktiska topologiné Abelio
grupe; vadinasi, turime dar vieng tikimybine erdve
(Q, B(Q),mH), kur my yra tikimybinis Haro matas
erdvéje (Q,B(Q)). Pazymékime ®(p) elemento & €
Q) projekeija  koordinating erdve y,, p € P, 0 w;(m)
elemento w; € (; projekcijg i Yo, m € No.

Tuomet tikimybinéje  erdvéje (Q,B(Q),mH)
apibréziame  HV-reikSmj  atsitiktinj  elementa
Z(sp,s,w,0aL), kur o= (B wy, .., 0.)ELQ
rinkiniu

Z(sl, S, W, Q g,L) = (L(sl, ®), (s, 0y, 01; A11), ey

Z(s, Ay, Wq; 0111): v, U(S, 0, A Ayq), e, O(S, W, A aﬂt)).

Cia,
e ams(m)
Lsn@) = ) ==, s €Dy,
m=1
w(m) = 1_[ o' (p),m €N,
plim
pl+1+m
0
A jiwj(m)
Z(S O‘J"”J'aﬂ) Z L
(m + a])
j=1.,r, l=1.,l s ED.

Svarbu akcentuoti tai, kad beveik kiekvienam & € Q,
L(sq, ®) uzrasoma Oilerio sandauga t.y.

L(s1,®) = exp 22 b(pk)(o"(p) .

Py
Z (51, S, W, q, L) pasiskirstyma, t. y.

P7(A) = my(w € Q: Z(s1,5,w %0, £) € 4),
A € B(HY).

Pazymékime atsitiktinio elemento

1 teorema. Tarkime, kad L € S ir egzistuoja
tokia teigiama konstanta x, kad

lim —Zla(p)l2 = k.
psx
Be to, tegul skaiciai aq,..,

nepriklausomi virs Q. Tada, kai T — oo, Pr silpnai

a,. yra algebriskai

konverguoja j Py.
Irodymo kelias yra gana gerai zinomas ([3], [9], [10],
[19]), todél paaiskinsime tik pagrindinius jrodymo
momentus.

1 lema. Tarkime, kad skaiciai a4,..,a, yra
algebriskai nepriklausomi virs Q. Tada
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Qr(A) & —meas {relo, T]:
(p‘”: p EP ), ((m +a)™%:m € NO), ey
(m+a,)™™:m € Ny) €4}, A€BQ),
kai T — oo, silpnai konverguoja j Haro matq my
Lemos jrodymas pateiktas [12].

S 1
Dabar kiekvienam fiksuotam o, > > pazymeékime

u,(m) = exp {— (%)01}, m,n €N,

m+ o\
win=eol (253
j

meN,, nenN, j=1,.,r
Taip pat apibrézkime funkcijas

L= 3 L

mS
m=1

Gn(s, Qs aII) Z

=1, ...,lJ.
Nesunku jrodyti,

ir

ir

an, ]lun(m (x])
(m+ a])

j=1,..,r1,

kad eilut¢e L,(s) absoliuciai

konverguoja, kai ¢ > max( 1- —) [19], o eilutés

e 1
Zn(s, aj;aﬂ) absoliuc¢iai konverguoja, kai o >

Apibrézkime ir atsitiktinius elementus

a(m)®(m)u,(m
L= Y AR
m? (1)
m=1
Cn (5: Wj, o5 Clj[) =
_ Z amjzwj(m)un(m, Otj) @)
= . :
m=o (m + ocj)
j:]-'---'r; l:].,,l]
Kitame jrodymo Zingsnyje nagrinésime
tikimybiniy maty

Prn(A) = %meas {T € [0,T]:

Zn(si + it s +it, 0, L) €A}, A€ B(HY),

ir
o 1
Prn(4) = 7meas{‘r €[0,T]:

Zp(sy+it,s+it,w,a;0, L) € A}, A€ B(HY),
silpnajj konvergavima, kai T — oo, kur
Zn(sl,s, o aq, L) = (Ln(sl), 0 (5,045 a11), onr
, Zn(sr Oly; arlr))

Tnl(s, ag; alll), ey 0 (S, 0 Qpq), e

ir
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= ((L/n(sli 63)!

{n(s, 01,045 011), e,

Zy(s1, 5 0,00,L)

zn(s: W1, Aq; (1111), ey

Cn(s, 0, s ar1), o, Gy (S: Wy, Qy; arlr))-

2 lema. Tarkime, kad skaiciai aq,... ,a, yra
algebriskai nepriklausomi virs Q. Tada kiekvienam
Siksuotam w € (), matai Pr, ir I3T,n, kai T — oo,
silpnai konverguoja i tq patj tikimybinj matq P,
erdvéje (H", B(H”)).

Irodymas. Naudosime standartinj metoda, kuris
remiasi silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
teorija bei 5.1 teorema [1]. Apibrézkime funkcija
h,:Q — HY lygybe

hn(@) = ZTL(S]J S, W, aq, L)
Absoliutus (1) ir (2) eilu¢iy konvergavimas parodo,
kad funkcija h,, yra tolydi. Be to,
h((p~:p € P)((m + ay)"T:m € Ny), ..,

(m+a)":me NO)) =
Zn(51 +it,s+it,;q, L).
Taigi, Pr,, = Qrhy
5.1 teoremos [1] iSplaukia tikimybinio mato Pr,

L. I8 ¢ia, h,, tolydumo, 2 lemos ir

silpnas konvergavimas j myh; !, kai T — oo.

Dabar tegul h(g) = w w, ir fiksuotam wy € Q, w €

Q. Tada akivaizdu, jog

ho (R((p™":p € P), ((m + ay)™":m € Ny),
LS((m+a)":me NO))) =

Zn(51 +1i7,5 +iT, wg, 05 q, L).

Tod¢l, pakartoje prie§ tai minétus argumentus ir

pasinaudoje  Haro

mato invariantiSkumu,

my
randame, kad matas Py ,, kai T — oo, taip pat silpnai
konverguoja j myhy!. Taigi, abu tikimybiniai matai
Pr, ir Pr,, kai T - oo, silpnai konverguoja | mata
P, = myhyt.

Teoremos tikri
aproksimavimo rezultatai. Pazymékime p,, p ir p,
atitinkamas metrikas erdvése H(D;), H(D) ir HY,
indukuojancias tolygaus konvergavimo ant kompakty
topologija.

Rinkiniams

9=(9 911 911+ Gr1 = Gr1,)

jrodymui reikalingi ir tam

f = (F fits oor fitgs o fras o fri,) € HY,
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(g ]_f ) apibréziame metrika
e (g.£) = max(pcg. ), max max p(aju i)

1sjsr1sls<ly

3 lema. Tarkime, kad o4, .., o, yra algebriskai

nepriklausomi virs Q. Tada beveik visiems w € (},
T

1
lim lim sup?f py (Z(sy +it,s +it,w, 0, L),
n-0 1500
0

Zn(sy +it,s+it,w,a;a,L))dr = 0.
Be to,

lim lim sup

n—-0  T00

lf(Z(sl +it,s +it,a; 0, L),
i Zy(sy tit,s +it,a;0,L))dr = 0.
Irodymas. Pagal metrikos p,, apibrézima,
%f:pv(Z(sl +i1,5 + i1, 0; 0, £),
Zn(sy tit,s+it,a;q, L)) dr
T

< lf pL(L(51 +i1), L, (s + i‘[))d‘[

+Zr:z fp({(s+lr aj; aj),

j=11= 0

€)

u(s + it, a5; aj) )dr.
Be to, atsizvelgdami j 4.8 lemos i§ [19] rezultata,

turime, kad
" T
lim lim su f L(s; +i1),
Jim lim pop,c((l ) @

L,(s; + i‘L’))dT =0,

o remdamiesi 2.4 lemos i§ [10] jrodymu gauname, jog
kiekvienamj =1, ..,r, [ =1, ...,lj,

T
1 .
?f p(e(s + it, aj; ajy),

0

Cn(s +it,0505)) dt = 0.

Tode¢l antrasis lemos tvirtinimas iSplaukia i§ (3)—(5)

lim lim sup

n—=>0 T 500

)

lygybiy. Panasiai, atsizvelgdami j 4.10 lemag [19],

gauname, kad beveik visiems ®,
T

1
?f pr (L(sq + it, ®),
0

lim lim sup

n—=0 T500

(6)

L,(sy +it,®))dr = 0.
Tegul
pu(g,f) = max max p(g;., fir),

1sjsr 1sisly
ir My zymi Haro mata erdvéje

(Q) X X Q, B(Qy X - X Q).
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Tuomet (2.5) formulé i8 [3] tvirtina, kad

_ T .

lim lim suplf (s + it, w1, 455 11), -0
n-0 150 T-0
(s + it, 0, Qp; aﬂr)), ((n(s +iT, w1, 015 A11),

e (s +iT, Wy, Oy aﬂr))) dr=0.
Cia matas my yra maty y, ir M, sandauga. Taigi,
pirmasis lemos tvirtinimas iSplaukia i§ (6) ir (7) bei
(3) nelygybés analogo.

4 lema. Tarkime, kad L € S ir egzistuoja tokia
teigiama konstanta x, kad

i 5 Y -
Jim o 2.1e@I =

p=x
Be aq,-.

nepriklausomi virs Q. Tada beveik kiekvienam w € Q,

to, skaiciai , 0 yra algebriskai

tikimybiniai matai Pr ir
Pr(A) = %meas {1’ € [0,T]:

Z(sy +it,s +it,0,00L) EA}, AEB(HY),
kai T — oo, silpnai konverguoja ] ta patj tikimybinj
matg P erdvéje (H”, B(H”)).

Irodymas. Klasés S funkcijy savybeés ([15], [17],[19])
leidzia teigti, kad pusplokstuméje o > %,
T © 2
Tliggo%flﬁn(o +it)|*dt = z —la(m;l;"(m)
0
" lam)|?

mZO'

m=1
Si jvertis ir Kosi integraliné formulé sudaro salygas

jrodyti, kad kiekvienai kompaktiskai aibei K i§ D yra
teisingas jvertis

T
1
lim sup—J sup|L,(s; +it)|dt <
T—oo T SEK
L ®
o la(m)|?)?
SCK< | (26)|)'
m#4°K
m=1

1 . .
1 ——). IS Cia,
dg

pagal (2.5) teoremg [10], kompaktiSkiems poaibiams

__— . 1
su tam tikrais Cg ir ox > max (5,

K 18 D taip pat teisingas jvertis
T

1
lim sup—f sup|lu(s + it, aj; ay) | dt
T—o To seK

1 9
K( (m+a)2"K>
=0
SuBK>OII'0'K>lVISIGI’IlS] L., l=1.,1.
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Tegul 0 yra atsitiktinis dydis, apibréztas kokioje nors
tikimybingje erdvéje (ﬁ, A, P) ir tolygiai pasiskirstes
Sioje tikimybinéje erdvéje
apibréziame H"-reik$mj atsitiktinj elementa:

Xrp = Xru(s1,8) = Zy(sy + 0T, s + 6T, a; 0, L).
Tada i8S 2 lemos turime, kad

? (10)

)_(T,n ? an

intervale [0, 1].

Cia i) reiSkia konvergavima pagal pasiskirstyma, o
X,, = X,,(s1,5) yra HV-reik8mis atsitiktinis elementas
su pasiskirstymu P, (P, — ribinis matas 2 lemoje).
Naudodamiesi (8)—(10), jrodome (analogiskai, kaip
[10], [19]), kad tikimybiy maty Seima {P,:n € N} yra
tirSta. Pagal Prochorovo (Prokhorov) teorema, §i
Seima yra reliatyviai kompaktiska. Vadinasi, i
kiekvienos Seimos sekos galime isskirti posekij {F, },
kai k — oo, silpnai konverguojantj j kurj nors
tikimybinj mata P erdvéje (HY,B(H")). Taigi,
egzistuoja tokia seka X, ir tikimybinis matas P, kad

(an
Erdvéje (ﬁ, A, IP) apibrézkime dar vieng HY-reikSmj

D

e e &

atsitiktinj elementg
Xr = X(s1,8) = Z(s; + 10T, s + 10T, a; a, £).
Tada, remdamiesi 3 lema, gauname, kad kiekvienam
€>0,
Jim lim sup P(py(Xr, Xrn) = €) = 0.

Si bei (10) ir (11) lygybés ir 4.2 teorema [1] leidzia
tvirtinti, kad

D

Xy —P.

— T->oo
Tai ekvivalentu tvirtinimui, kad Pr, kai T — oo,
silpnai konverguoja | P. Be to, $is sarysis rodo, kad
matas P nepriklauso nuo posekio X, pasirinkimo.

Vadinasi,

X,—P.

— (12)

Lieka jrodyti, kad ir I3T, kai T — oo, silpnai
konverguoja | matg P. Taigi, naudodami H"-
reikSmius atsitiktinius elementus

Zy(sy + 10T, s + 0T, w, & a, L),

Z(sy +1i6T,s + 6T, w,0; 0, L)
ir (12) sarysj, gauname, kad matas Pr, kai T — oo,
taip pat silpnai konverguoja i P.

1 teoremos jrodymas. Remiantis 4 lema,
uztenka parodyti, kad matas P sutampa su P. Tegul
A yra mato Py tolydumo aibé. Tikimybingje erdvéje
(Q, B(Q), mH), apibrézkime atsitiktinj dydj & formule
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1, kai Z(s{,s,0,0;a,L) € A,
§(w) = (51 === )..
0, kitais atvejais.
I§ 4 lemos turime sarysj
lim Pr (4) = P(A). (13)

I§ atsitiktinio dydzio § apibrézimo iSplaukia, kad

E€=indmn=

= my(w € ©: Z(s1, 50,40, L) € A) o

o= Pz (A).

Cia E€ — atsitiktinio dydzio vidurkis.

Dabar kiekvienam 7 € R apibréziame transformacija

@, formule

@ (w) = (@~":p €P),

((m + al)_it((m + o) me NO), -

(m+a)™mePy)w wel

Tada, pagal 7 lema [6], macliy matg iSsauganciy

transformacijy grupé {®,: v € R} yra ergodiné. Taigi,

atsitiktinis procesas & (GDT(Q)) taip pat yra ergodinis.

Todél pagal klasiking Birkhofo-Chinéino (Birkhoff-

Khintchine) teorema,
T

z(cbr(@)) dt = EE,

1
lim =
T-ooo T
0
Is kitos pusés, remdamiesi & ir @, apibrézimais,
gauname, kad
T

[ 5 (.(w)) dr =

lim =
0

(15)

Tooo T

1

Tmeas{r € [0,T]: Z(51 +it,s+it,w,a;q, L) € A}.
Todél is ¢ia, (14) ir (15) lygybiy iSplaukia, kad

1
711_r>r010?meas {te]0,T]:

Z(sy +it,s+it, w,a;q, L) € A} = P,(4).

Taigi, i§ Py apibrézimo ir (13) lygybés gauname, kad
P(A) = P;(A) visoms mato P tolydumo aibéms A.

Kadangi visos atvirosios aibés sudaro apibrézianciag
klasg, turime, kad P = P;.

Mato P; atrama

Universalumo teoremos jrodymui reikalingas
mato Py iSreikstinis pavidalas. Primename, kad mato
Pz atrama yra tokia minimali uzdara aibé Sp, < H”,
kad P, (S pz) = 1. Aibei Sp,, priklauso visos funkcijos
geH V. kuriy kiekvienai atvirai aplinkai G yra
teisinga nelygybé P, (G) > 0.
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Be to, atsitiktinio elemento X atrama yra vadinama jo
skirstinio Py atrama ir zymima Sy.

Tegul

S, ={g € H(D;): g(s) # 0 arba g(s) = 0}.

2 teorema. Tarkime, kad L € § ir tenkinamas

reikalavimas:
1 2
;ggo@ZIa(P)l = K.
p=x

Tegul  skaiciai  a4,..,o, yra  algebriskai
nepriklausomi virs Q ir rank(Aj) = l]-, j=1,..,r.
Tada mato P, atrama yra aibé S; X H*(D).
Irodymas. Tegul

= H(D;) x H*(D). (16)

Zinoma, kad analiziniy funkcijy erdvés H(D;) ir
H"(D) yra separabilios. Tuomet i§ (16) turime [1],
kad
B(H") = B(H(D;)) X B(H“(D)).
Todél pakanka mata P,(A) nagrinéti aibése,
turinéiose pavidala A = Ay X A,, A € H(D;) ir A, €
H“(D). Kadangi matas my yra maty my ir iy
sandauga, tai i§ mato P, apibrézimo turime
P,(4) = my(w € Q: Z(s1,5, , &0, L) € A)
=my(w € Q: L(s;,®) € 44,
(Q(s, g, w15 11), e G(S, A, 01 0r1,)) € Ag)
= fle((’I) € Q: L(s;,®) € Al)
=My ((wy,...,0,) €0y X... Qe (17)
(C(s, ag, wy, a11) 4(S, ar, 0, ary,)) € Ap).
Yra zinoma (3 teiginys i§ [15]), kad atsitiktinio
elemento L(s;, ®) atrama yra aibé S;. H. Nagosi ir J.
darbe [15]
elementas, jgyjantis reikSmes i§ H (DL_ N), kur

Staudingo nagrinétas  atsitiktinis

Dyy = {s € C: max(l,l—l) <o<1, ]t < N},
’ 2 dr
taCiau jrodymas galioja visai D, juostai. Taigi, S, yra
toks minimalus uzdaras H(D,) poaibis, kad
My(® e L(s,®)€S;)=1. (18)
Be to, laikantis teoremos reikalavimo, buvo jrodyta
[8], kad H*(D)-reik$mio atsitiktinio elemento atrama

(Z(S: 0p, W15 A11), e, Z(S; Uy Wy; arIr)) yra
H%(D), ty., H*(D) yra toks minimalus uzdaras
H"(D) poaibis, kad

My (W, .., W) € Qg X oo+ X Q)

(s, ag, w15 a11), -, C( Ay 0O arI,)) € H*(D)) = 1.
Taigi, 18 ¢ia bei (18) ir (17) lygybiy iSplaukia teoremos
patvirtinimas.

aibé
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Pagrindinés teoremos jrodymas

Pagrindinés teoremos apie miSryjj jungtinj
universalumg jrodymas remiasi 1 ir 2 teoremomis bei
Mergeliano (Mergelyan) teorema apie analiziniy
funkcijy aproksimavima polinomais [13], [21].

Pagal Mergeliano teorema, egzistuoja tokie polinomai
p(s) ir pj; (s), kad

suplf(5) ~ p()| < 5 (19
seK
ir
sup sup sup |f},(s) pﬂ(s)| <— (20)

1sjsrisis<ljseKj;
Kadangi f(s) # 0 aibéje K, turime, kad ir p(s) # 0
aibéje K, jei € yra pakankamai mazas. Sis teiginys ir
Mergeliano teorema patvirtina, jog egzistuoja toks
polinomas q(s), kad

sup|p(s) — e‘I(s)| < —
sek
Taigi, (19) nelygybé¢ leidzia matyti, kad
€
sup|f(s) —e?®| < <. 21
seK 2
Apibréziame aibg
G = {(g, 911, ...,grlr) € HY:

sup|g(s) — eq<5)| < ;}

sup sup sup|g;(s) —pj(s)| <

1sjsrisis<ljseKj;

Tuomet, remdamiesi 2 teorema, turime, kad r1nk1nys,
(eq(s), P11(S), o) Py, (s)) yra mato P, atramos

elementas. Vadinasi, G yra mato P atramos atviroji
aplinka. I§ atramos savybiy turime, kad P,(G) > 0. I8
Sio tvirtinimo ir 1 teoremos gauname, kad

li;n infPr(G) = P,(G) > 0,
O i§ mato Py ir aibés G apibrézimy gauname nelygybe
Lo
I‘FLE,?fF meas {‘L’ € [0,T]:

; 9s)| < £
sup|£(s +it)—e | < >

h>o0.

Lieka e 1) pakeisti funkcija £ (s), o polinomus p i1(s)

sup sup sup|((s+ iT, 0(],011) Pﬂ(s)l
1sjsrisis<ljseKj;

funkcijomis fj;(s). Tuomet i§ (21) ir (20) nelygybiy

gauname pagrindinés teoremos patvirtinima.

Rezultatai ir iSvados

Straipsnyje nagrinéta miSriojo universalumo
savybé, koncentruojantis ne j dviejy funkcijy (i$ kuriy
viena turi sandaugg pagal pirminius skaicius, o kita —
ne) misryjj universaluma, o i funkcijy rinkiniy misryji
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Irodyta
funkcijy rinkinio aproksimavima Selbergo klasés L

universaluma. teorema apie analiziniy

funkcijy (turin¢iy Oilerio sandaugg pagal pirminius
skaiCius) ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy
(neturinciy Oilerio sandaugos) postimiais.

Irodyta teorema yra tolydaus tipo, kai dzeta ir L
funkcijy postiimiai jgyja bet kokias realias reikSmes.
Sj darba galima pratesti, jrodant diskretaus tipo
teorema, kai postimiai jgyja reikSmes i§ diskrecios
sekos (tarkime, aritmetinés progresijos). Tyrimus
tikslinga testi ir su kitomis parametro o reikSmémis.

Misrusis dzeta funkcijy universalumas gali buti
taikomas misraus jungtinio §iy funkcijy funkcinio
nepriklausomumo tyrimui.
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Summary

MIXED JOINT UNIVERSALITY FOR SELBERG CLASS L-FUNCTIONS AND
PERIODIC HURWITZ ZETA FUNCTIONS

Mindaugas Jasas, Renata Macaitiené

The so-called mixed joint universality was initiated by H. Mishou who in 2007 obtained the joint universality for the
Riemann and Hurwitz zeta functions. In a wide sense, the mixed joint universality is understood as a joint universality for
zeta and L-functions having and having no Euler product.

In the paper, the investigation on the universality question for the collections of some zeta and L-functions is continued.
More precisely, a new result on mixed joint universality property for L-functions from the Selberg class (functions defined by
Dirichlet series and satisfying certain specific hypotheses (including the Euler product)) and periodic Hurwitz zeta functions
(that have no Euler product) is given. The result of mixed universality can be used to prove a functional independence
properties of these functions.

The paper has been prepared on the basis of M. Jasas’ Master Thesis [4].

Keywords: Selberg class, periodic Hurwitz zeta functions, universality.

Santrauka

MISRUSIS JUNGTINIS SELBERGO KLASES L FUNKCIJU IR PERIODINIU
HURVICO DZETA FUNKCIJU UNIVERSALUMAS

Mindaugas Jasas, Renata Macaitiené

2007 m. H. Mi$u (Mishou) pirmasis jrodé misriojo universalumo teoremg Rymano ir Hurvico dzeta funkcijoms. Placiaja
prasme misrusis universalumas suprantamas kaip jungtinis funkcijy, turin€iy ir neturinciy Oilerio sandaugos pagal pirminius
skaiCius, universalumas.

Straipsnyje tesiamas universalumo klausimo dzeta ir L funkcijy rinkiniams nagrin¢jimas. Tiksliau, jrodoma Selbergo
klasés L funkcijy (uzraSomy Dirichlé eilute ir tenkinanéiy tam tikras specifines salygas (tarp kuriy ir Oilerio sandaugos
egzistavimas)) ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy (kurios neturi Oilerio sandaugos pagal pirminius skai¢ius) miSraus uni-
versalumo savybé. MiSraus universalumo rezultatas gali biiti panaudotas nagrinéty funkcijy funkcinio nepriklausomumo
savybés jrodymui.

Straipsnis parengtas M. Jaso magistro darbo pagrindu [4].

Prasminiai ZodZiai: Selbergo klasé, periodinés Hurvico dzeta funkcijos, universalumas.
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