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1. Ivadas

Nagrinéjama neiskiliyjy LipSico funkcijy glo-
balioji minimizacija apibréziama kaip

I;lei/{lf(x), x € Ac R, (1
fx) = fOI<Llx=yl, x,y €A, (2)

Cia leistinoji sritis yra hipersta¢iakampis.

Siuo darbu siekiame parodyti, kad globalios
optimizacijos algoritmai, naudojantys lokaly LipSico
konstantos jvertj, yra perspektyviis. Sitilomas deter-
ministinis optimizavimo algoritmas, susidedantis i$
dviejy lygmeny optimizavimo uzdaviniy. Jis artimas
vienmaciam Pijavskio ir Shuberto [9, 10] ir daugia-
maciam DirecT [1, 4] optimizavimo algoritmams.
Leistinoji sritis yra dalijama j posricius, kuriems api-
bréziamas tikslo funkcijos apatinis rézis; posriciai
rekursyviai dalinami pasitelkiant DIRecT algoritme
pirma karta pristatytg iskilojo kontiiro strategija. Siti-
lomame algoritme naudojamas lokalus LipSico kons-
tantos jvertis. Tikimasi, kad jo naudojimas gali page-
rinti algoritmo konvergavimo savybes, nes algoritmui
suteikiama daugiau informacijos apie funkcijos forma
nei kitiems aib¢ LipSico konstanty naudojantiems al-
goritmams, tokiems kaip Direct [1, 4], DirecT/ [2],
DismvpL-v [7, 8] ir Gb-DismmprL-V [6].

Sitloma algoritma sudaro vidinis ir iSorinis
optimizavimo lygmenys. ISoriniame lygmenyje opti-
mizuojama tikslo funkcija f{-), kurios jvertinimai lai-
komi brangiais. ISoriniame lygmenyje leistinoji sritis
skaidoma simpleksais, atsizvelgiant j vidinio lygmens
optimizavimo uzdavinio rezultatg. Vidiniame lygme-
nyje sprendziamas duotajame simplekse maziausios
galimos funkcijos reikimés radimo uzdavinys. Siam
lygmeniui pasiiilytas efektyvus optimizavimo algorit-
mas, leidziantis vidinio lygmens optimizavimo uzda-
vinj priimtinu tikslumu i$spresti per santykinai trum-
pa laika.

Antrame darbo skyriuje pristatomas pasitilyta-
sis dviejy lygmeny optimizavimo algoritmas. Trecia-
me skyriuje pateikiami eksperimentinio tyrimo rezul-
tatai. ISvados pateikiamos ketvirtame skyriuje.
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2. Pasiiilytasis algoritmas
2.1. Lokalus LipSico konstantos jvertis

Algoritmu sprendziamas pagalbinis optimiza-
vimo uzdavinys, siekiant jvertinti apatinj tikslo funk-
cijos reikSmiy rézj duotajame simplekse S. Pagalbinis
optimizavimo uzdavinys sudaromas naudojant euris-
tinj LipSico konstantos jvertj L, kurio nustatymas sim-
pleksui S aprasomas Siame skyrelyje.

Pirmiausia simpleksui S nustatomas apatinis
tikrosios LipSico konstantos jame L réZis:

Z = max {M PV, V; € Swertices'vi * 17]-} . (3)
[[v: = vl

Kitaip sakant, virStiniy porai v, v. € § nu-
=

vertices

statomas LipSico konstantos L apatinis rézis:

D ACORIICh]
R Rl

gaunama, kad:

< L. Taigi perrinkus visas poras

L=max{L;:ij=1.,d+1i#j},L<L (4

Tada maziausig funkcijos reikSme turincioje
virSungje v, € S apskaiiuojamas simplekso gradi-
entas D(f : S) (zr. [5, 113 p.]) ir jo euklidiné norma
G(f:S):

V(S) = (W) —vq,V3 — Vq, ..., V41 — V1) ®)]
8(f:S) = (fw2) = f(w), f (w3) —

— f @D s f@asr) = f@1))' (6)
D(f:S) = V(S)T8(f:S), (7)
G(f:S) =ID(f: )l (8)

Sudaromas simplekso S LipSico konstantos
vertis:

Ls = max{L,G(f:S)} . Q)
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Toliau kiekvienam simpleksui S randama kai-
myniniy simpleksy aibé K(S). Kaimyniniu laikomas
simpleksas, kurio ne daugiau kaip dvi vir§ines ski-
riasi nuo S.

Euristiniu lokaliu LipSico konstantos jverciu
simplekso S aplinkoje laikomas skaicius:

L = max{Lg: K € K(S)}. (10)

2.2. Vidinis optimizavimo uzZdavinys

Pagalbinis optimizavimo uzdavinys skirtas
jvertinti duotojo simplekso S apatinj tikslo funkcijos
reik§miy rézj su bet kokiu duotuoju LipSico konstan-
tos virSutiniu jver¢iu L. Funkcijos f{-) reik§més, jgyja-
mos simplekse S, yra apréztos i§ apacios Sia funkcija:

9(xX) = Maxyes, oo f@) — Lllv —xl}, x s+ (1D

Si funkcija atitinka pavirsiy, apibrézta kiigiais,
kuriy vir§iinés sutampa su simplekso vir§tinémis. Siy
kiigiy sankirtos minimumo taskas atitinka minimalia
galimg funkcijos reikSme simplekse S:
Ms = minyes g(x). (12)

Siekiant skaitiSkai iSspresti uzdavinj (12),
naudotas vidinio lygmens optimizavimo algoritmas.
Jo idéja yra skaidyti pradinj simpleksa smulkesniais
simpleksais §'; kiekviename i§ jy g(-) aprézti i$ apa-
Cios; pagal gautg rézj pasirinkti geriausig i8 jy ir jj vél

analogiskai dalinti. Norint simplekse S’ atlikti g(-) ap-
rézima, naudojama formulé:

MSi = max{g(li) - ZSidiamel:er'g(l; - ZSfiiameter}, (13)

ciall, €S

1272 vertices

yra simplekso §' ilgiausios krastinés
virSunés, o S — ilgiausios kraStinés ilgis. Sis
Mg jvertis néra visiskai tikslus, bet reikalauja nedaug
skaiciavimo operacijy.

Optimizavimo uzdaviniui (12) spresti pasitilyta
procediira VIDINIS, jvertinanti Sio uzdavinio savybes:
a) leistinoji sritis yra simplekso formos, b) g(-) funk-
cijos jvertinimai yra santykinai pigas.

procedure Vipinis (S, L):
1. § ={S}, M= min{g(v) : v € Syertices)-
2. VS €S rasti IVISL' pagal formulg (13).
3. Parinkti simpleksa $¥* su maziausia Mgi reiksme.
4. Padalinti SP*t j Smw! jr S"w2 atliekant g(-) jver-
tinimg ilgiausios krastinés vidurio taske v __ .
5. Atnaujinti M = min{M, g(Wpew)}-
6 s§=S \ Sbest U {Snew,l Snew,z }
7. Jeigu pasiektas maksimalus iteracijy skaicius, eina-
ma | 8 zingsnj; jeigu nepasiektas, einama j 2 Zingsnj.
8. return M.

Siame darbe naudotas maksimalus iteracijy

skaiCius vidiniam optimizavimo uzdaviniui iSspres-
ti— 10.

2.3. Posri¢iy iSrinkimas remiantis iSkilojo kontiiro
sudarymu
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1 pav. Perspektyviy simpleksy parinkimas nustatant iskilajj kontara.

Kair¢je pavaizduotas leistinosios srities suskaidymas simpleksais, ties taskais nurodyti numeriai iteracijy, kuriy
metu jie buvo sugeneruoti. Desinéje kiekvienas simpleksas vaizduojamas kaip taskas koordinaciy sistemoje,
kurios viena asis yra simplekso diametras, o kita — MS reik§mé. Vaizduojama GKLS antros funkcijy klasés 1-os
funkcijos 12-ta iteracija
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Kiekvienam simpleksui turint apskaiciuotg MS
reikSme, visus simpleksus galima iSdéstyti plokStu-
moje, kaip parodyta 1 paveiksle, siekiant kitu zings-
niu atrinkti simpleksus algoritmo dalinimui. Si idéja
buvo iSpopuliarinta DIRecT algoritmu, taciau naudo-
jant kitas asiy prasmes. Misy variante abscisiy aSy-
je atidétas simplekso diametras suprantamas kaip il-
giausia simplekso krastiné. Ordinaciy asSyje atidétas
MS jvertis. Gautiesiems taskams randamas iskilasis
kontiiras palei apatinj desinjjj krasta 1 paveiksle de-
Sin¢je pavaizduotas kaip lauzte. Simpleksai, priklau-
santys §iai lauztei, laikomi perspektyviais, nes jie turi
geriausia MS ivertj savo dydzio kategorijoje. Jeigu tas
pats taskas ant iSkilojo kontiiro Zymi kelis simpleksus,
tada jie visi laikomi perspektyviais.

2.4, Siiilomas algoritmas

Optimizavimas pasitilytame algoritme praside-
da leistingjg sritj 4 padalinant j nesusiliejanciy simp-
leksy aibe, panaudojus standartinj kombinatoriniy
vir$iiniy metoda. Sis metodas hiperkuba padalina j n!
simpleksy [6, 12 p.]. Pateikiame hiperkubo kombina-
toriniy virsiiniy trianguliavimo metodo pseudokoda,
kuriame v, zymi i-tosios simplekso virStinés j-taja
koordinate, o Aja, A/,b — leistinosios srities j-tojo kinta-
mojo apatinj ir virsutinj rézius:

procedure TRIANGULIUOK ( 4 ):

1. Inicializuojama pradiné simpleksy aibé S = @.
2. for t=vienas i$ visy galimy {1,...,d} kéliniy do
3. forj=1,.,ddo

4, v, = Aja

5. end for

6. fori=1,.,d do

7. forj=1,.,ddoS

8. Viry =V r

9. end for

10. V(i+1)ri = At[b

11. end for

12. =S U {v}

13. end for

14. return §

Padengus leistingjg sritj simpleksais, atliekami
tikslo funkcijos jvertinimai simpleksy virStinése, i$-
sisaugant funkcijy reikSmes ir nedarant pakartotiniy
funkcijos jvertinimy tuose paciuose taskuose. Tolesni
pasitlytojo algoritmo Zingsniai pateikiami pseudoko-
de:
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procedure PAsOLYTASISALGORITMAS ( f(*) ):

1. Kombinatoriskai suskaidyti leistingjg sriti 4 |
simpleksy aib¢ § = TRIANGULIUOK(A). Atlikti
funkcijy jvertinimus simpleksy virStinése, iSsau-
gant taSkus sekoje {x }, o funkcijos reikSmes — se-
koje {y }.

2. VS E Srasti:

2.1. ZS pagal formulg (3).

2.2. Kaimyniniy simpleksy aibe K(S).
2'3‘Zs pagal formulg '(5).

2.4. My = ViiNis(S, Ly).

3. Atrinkti potencialius simpleksus, sudarant iskilajj
kontiira, kaip aprasyta 2.3 skyrelyje.

4. Padalinti potencialius simpleksus pusiau, atlie-
kant matavimg ilgiausios krastinés viduryje. Prie
S pridéti naujus ir pasalinti padalintus simpleksus.
Naujais matavimais papildyti sekas {x}, {y }.

5. Patikrinti sustojimo sglyga. Jeigu ji nepatenkina-
ma, griZztama j 2 zingsnj.

6. return {x}, {y}.

3. Eksperimentinis tyrimas

Pasitilytasis algoritmas buvo realizuotas C++
kalba. Algoritmas realizuotas vengiant pertekliniy
skai¢iavimy, pavyzdziui, kiekvienoje algoritmo itera-
cijoje atnaujinami jverciai tik ty simpleksy, kuriy bent
vieno kaimyno jvertis keitési ankstesnéje iteracijoje.
Eksperimenty metodika analogiska metodikai, naudo-
tai [6—8] straipsniuose.

Eksperimentai atlikti naudojant 4 skirtingy
klasiy testines funkcijas i§ GKLS funkcijy generato-
riaus [3]. Funkcijos gaunamos daugiamat¢ kvadrati-
ne funkcijg (paraboloidg) sistemiskai deformuojant
polinomais. Kiekvienoje klaséje yra po 100 testiniy
funkcijy, taigi i§ viso eksperimentuota su 400 testiniy
funkcijy. GKLS funkcijy klases apibrézia Sie para-
metrai:

1. d—uzdavinio dimensija,

2. m — lokaliy minimumy skaicius,

3. f7— globalaus minimumo reik§me,

4. p—globalaus minimumo atstumas iki paraboloido
virsines,

5. r— globalaus minimumo traukos regiono spindu-
lys.

Klasiy numeracija ir naudoti parametrai pateik-
ti 1 lenteléje.
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1 lentelé. GKLS testiniy funkcijy klasiy ir tikslumo parametrai

Klasé d m [ p r A
1 2 10 ] 0,90 0,2 10+
2 2 10 -1 0,90 0,1 10+
3 3 10 -1 0,66 0,2 106
4 3 10 -1 0,90 0,2 106

Pasiiilytasis algoritmas buvo eksperimentiskai
palygintas su Siais algoritmais: DIrecT, DirECT/, DI-
siMpL-V, Gb-DisivpL-V. Atliekant eksperimentus su
testinémis funkcijomis, naudotas sustojimo kriterijus,
jvertinantis atstumg nuo artimiausio jvertinimo iki i$
anksto zinomo globalaus minimumo tasko. Sustoja-
ma, atlikus matavimg taske x € A, tenkinantj salyga:

% () —x* ()] < VA(b() —a(®), 1< i< d, (14)

¢ia x* € A4 yra zinomas globalaus minimumo taskas,
A — tikslumo parametras (zr. 1 lentele). Jeigu algo-
ritmas nepatenkina sustojimo salygos per 1 000 000
funkcijos jvertinimy, jis vis tiek sustabdomas.

Pasitilytojo algoritmo rezultatai su GKLS funk-
cijy klasémis pateikti 2 lenteléje. IS jos galima matyti,
kad vidutiné vykdymo trukmé su visomis klasémis
yra ne ilgesné nei 14 sekundziy, nors pasiiilytajame
algoritme ir sprendziamas antrojo lygio optimizavimo
uzdavinys.

2 lentelé. Pasiiilytojo algoritmo rezultatai su GKLS funkcijy klasémis

Klasé | d | Funkcijy sk. | Sudétingumas | ISkviet. vidurkis | ISkviet. mediana | Daugiausia i§kviet. | Vidutiné trukmé
1 2 100 Lengva 103,68 91 277 0:00:00,1
2 2 100 Sunki 384,02 298,5 1714 0:00:00,6
3 3 100 Lengva 963,21 866,5 2162 0:00:11,9
4 3 100 Sunki 1079,56 1029,5 2859 0:00:13,9

3-6 lentelése pasitlytasis algoritmas lyginamas
su kitais populiariais algoritmais. Lentelése paryskinti
geresnio i§ lyginamy algoritmy rezultatai. 1§ 3, 4 ir
5 lenteliy matyti, kad pasitlytojo algoritmo rezultatai
yra geresni beveik visais atvejais. Su DiRecT, DIRECT/
algoritmais gauta geresné tik trecios klasés iskvieti-
my mediana. Tai galima paaiskinti tuo, kad naudojant
paprastesnius algoritmus galima iSspresti lengvus uz-

davinius su mazesniu funkcijy jvertinimy skaic¢iumi
nei naudojant sudétingus algoritmus. Bet sprendziant
sudétingas problemas paprastesnis algoritmas gali su-
naudoti kur kas didesnj funkcijy jvertinimy skaiciy
nei sudétingesnis algoritmas. Taigi pasitlytasis algo-
ritmas yra tinkamesnis sprendziant sudétingas proble-
mas.

3 lentelé. DIREcT ir pasiilytojo algoritmo rezultaty palyginimas

Klasé Algoritmas ISkvietimy vidurkis ISkvietimy mediana Daugiausia iSkvietimy

i DIrReCT 198,89 111 1159
Pasiiilytasis 103,68 91 277

5 Direct 1063,78 1062 3201
Pasiiilytasis 384,02 298,5 1714

3 DireCT 1117,70 386 12507
Pasitilytasis 963,21 866,5 2162

4 DirecT >42322,65 1749 > 1000000 (4)
Pasitlytasis 1079,56 1029,5 2859
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4 lentele. Directl ir pasiiilytojo algoritmo rezultaty palyginimas

Klasé Algoritmas ISkvietimy vidurkis ISkvietimy mediana Daugiausia iSkvietimy

1 Direcrl 292,79 152 2318
Pasitlytasis 103,68 91 277

) Direcrl 1267,07 1328 3414
Pasitlytasis 384,02 298,5 1714

3 Direcrl 1785,73 591 13309
Pasiiilytasis 963,21 866,5 2162

4 Directl 4858,93 1967 29233
Pasitilytasis 1079,56 1029,5 2859

5 lentelé. DisimpL-V ir pasiiilytojo algoritmo rezultaty palyginimas

Klasé Algoritmas ISkvietimy vidurkis ISkvietimy mediana Daugiausia iSkvietimy

1 DisivpL-V 192,93 151 773
Pasitlytasis 103,68 91 277

) DisivpL-V 1003,56 1021 2683
Pasiiilytasis 384,02 298.5 1714

3 DisivpL-V 1061,83 787 4740
Pasiiilytasis 963,21 866,5 2162

4 DisivpL-V 259891 2594 7354
Pasitlytasis 1079,56 1029,5 2859

IS lentelés (Zr. 6 lentelg) matyti, kad naudojant
Gb-DismvpL-V algoritmg trecios klasés problemas ga-
lima vidutiniskai iSspresti su maziau funkceijy jverti-
nimy, nors su pasiiilytuoju algoritmu ir gaunamas ge-
resnis blogiausias atvejis. Tai dar kartg patvirtina, kad
pasitilytasis algoritmas yra tinkamesnis sprendziant
sudétingas problemas.

Matyti, kad naudojant Gb-DismvrL-V algorit-
mg gaunamas geresnis blogiausias atvejis su antros
klasés sudétingomis problemomis, todél negalima
teigti, kad pasitlytasis algoritmas yra vienareikSmis-
kai tinkamesnis sprendziant sudétingas problemas nei
Gb-DisivpL-V.

6 lentelé. Gb-DisimpL-V ir pasiiilytojo algoritmo rezultaty palyginimas

Klasé Algoritmas ISkvietimy vidurkis ISkvietimy mediana Daugiausia iSkvietimy

1 Gb-DismvpL-V 174,25 151 472
Pasitlytasis 103,68 91 277

) Gb-DisivpL-V 518,11 511 1547
Pasitlytasis 384,02 298,5 1714

3 Gb-DismvpL-V 751,25 720 2694
Pasiiilytasis 963,21 866,5 2162

4 Gb-DismvpL-V 1364,40 1283 3723
Pasitlytasis 1079,56 1029,5 2859

Paveiksle (zr. 2 pav.) grafiskai vizualizuoti 3—6
lentelése pateikti duomenys. IS Siy grafiky galima
matyti, kad Gb-DisimpL-V ir pasitilytojo algoritmo re-
zultatai yra santykinai panasis ir tiek funkcijos jver-
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tinimy vidurkiy, tiek didziausio iskvietimy skaiciaus
atvejais rezultatai yra zenkliai geresni uz kity algorit-

my.
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GKLS funkcijy klase

GKLS funkcijy klase

GKLS funkcijy klase

2 pav. Vidutinis funkcijy jvertinimy skaicius, jvertinimy skaic¢iaus mediana ir didziausias jvertinimy skai¢ius,
gautas su jvairiais algoritmais optimizuojant funkcijas, sugeneruotas su GKLS testiniy funkcijy generatoriumi

4. ISvados

Eksperimentiskai parodyta, kad:

1. Pasitilytasis algoritmas yra perspektyvus spren-
dziant dviejy ir trijy dimensijy optimizavimo

problemas.

2. Naudojant pasitilytajj algoritma sudétingas dvie-

jy ir trijy dimensijy problemas galima iSspresti su
mazesniu funkcijy jvertinimy skai¢iumi nei nau-
dojant DIrRecT, DIRECT/ ar DisiMpL-V algoritmus.

Daugeliu atvejy sprendziant sudétingas optimiza-
vimo problemas su pasiiilytuoju algoritmu buvo
gauti geresni rezultatai nei su Gb-DisivpL-V algo-

ritmu.

Taigi parodyta, kad lokaly LipSico konstantos
vert] naudojantys algoritmai yra perspektyviis ir turé-

ty biiti tyrinéjami placiau.

Viena i§ ateities tyrimy krypciy galéty biiti pa-
sifilytojo algoritmo veikimo su didesnés dimensijos
problemomis tyrimas. Kita tyrimy kryptis — ieSkoti
tikslesnio minimaliy galimy funkcijos reikSmiy sim-
plekse jvercio. Be to, reikéty istirti kaimyny parinki-
mo ir lokalios LipSico konstantos parinkimo strategijy

itaka algoritmo kokybei.
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FIZINIAI MOKSLAI

Summary

GLOBAL OPTIMIZATION ALGORITHM USING LOCAL LIPSCHITZ
CONSTANT ESTIMATE

A. Gimbutas

In this paper, we propose a new deterministic global optimization algorithm for black-box Lipschitz functions with an
unknown Lipschitz constant. At the beginning of the proposed algorithm the feasible region is divided into simplices. At
each iteration of algorithm the local Lipschitz constant estimate is found and the lowest possible function value over the
simplex is estimated for each simplex; the most promising simplices are selected and divided. An inner optimization problem
is solved to find the lowest possible function value estimate for each simplex. A sub-algorithm is proposed to solve the inner
optimization problem. Experiments were performed with two- and three- dimensional optimization problems using 400 test
functions generated with the GKLS generator. The results showed that complex problems can be solved with less function
evaluations using the proposed algorithm than using other most popular alternatives.

Keywords: Lipschitz optimization, global optimization, deterministic optimization.

Santrauka

GLOBALIOS OPTIMIZACIJOS ALGORITMAS, NAUDOJANTIS LOKALU
LIPSICO KONSTANTOS JVERT]

A. Gimbutas

Siame darbe pasiiilytas naujas deterministinis globalios optimizacijos algoritmas, skirtas juodos dézés funkcijoms, ku-
rioms galioja LipSico salyga, bet LipSico konstanta nezinoma. Algoritmo pradingje stadijoje leistinoji sritis yra padalinama
simpleksais. Kiekvienoje algoritmo iteracijoje visiems simpleksams randami LipSico konstantos jverciai ir galimos ma-
ziausios funkcijos reik§Smes simplekse jverciai; perspektyviausi simpleksai yra atrenkami ir padalinami. Galimai maziausiai
funkcijos reikSmei simplekse rasti sprendziamas vidinis optimizavimo uzdavinys, norint kurj iSspresti buvo pasitlytas vidi-
nis algoritmas. Eksperimentai atlikti su dviejy ir trijy dimensijy optimizavimo uzdaviniais, panaudojant 400 testiniy funk-
cijy, sugeneruoty su GKLS funkcijy generatoriumi. Rezultatai parodé¢, kad sudétingi uzdaviniai su pasitlytuoju algoritmu
iSsprendziami su mazesniu funkcijos jvertinimy skai¢iumi negu su kitais alternatyviais algoritmais.

Prasminiai ZodZiai: LipSico optimizavimas, globalioji optimizacija, deterministinis optimizavimas.
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