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Santrauka. Darbe jrodyta elipsiniy kreiviy L funkcijy diskreciojo universalumo teorema silpnojo tikimybiniy
maty konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje. Nagrinéjamas analizinés funkcijos aproksimavimas po-
stiimiais L, (s + imh) , €ia m jgyja reikSmes i§ diskreciosios aibés, pavyzdziui, aritmetinés progresijos. Fiksuotas
skaicius & > 0 pasirenkamas taip, kad exp{2nk/h} biity racionalusis skaiCius su tam tikrais k € Z\{0} . Elipsiniy
kreiviy L funkcijy diskre¢iojo universalumo jrodymas remiasi $ios funkcijos diskrecigja ribine teorema tiki-
mybiniy maty silpnojo konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje.

ReikSminiai ZodZiai: elipsiniy kreiviy L funkcija, ribiné teorema, diskretusis universalumas.

Summary. In the paper, we prove the discrete universality theorem in the sense of the weak convergence of
probability measures in the space of analytic functions for the L-functions of elliptic curves. We consider an
approximation of analytic functions by translations L (s +imh), where 2> 0 is a fixed number, m takes values
from some discrete set such as arithmetical progression. We suppose that the number 4 > 0 is chosen so that
exp{2nk/h } is a rational number for some k € Z\{0}. The proof of discrete universality of L-functions of
elliptic curves is based on a limit theorem in the sense of weak convergence of probability measures in the
space of analytic functions.
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Ivadas
Tegul E elipsiné kreivé vir§ racionaliyjy skai¢iy kiino duota Vejerstraso (Weierstrass)
lygtimi

v =x’+ax+b, abeZ
Pazymékime A =—16(4a’ +27b*) # 0 kreivés E diskriminantg. Tada kubinio trinario
x’ +ax+b 3aknys yra skirtingos ir kreivé E yra nesinguliarioji.

Kiekvienam pirminiam p pazymékime v(p) lyginio

y* =x’ +ax+b(mod p)
sprendiniy skai¢iy. Tegu A(p)=p—v(p), o s=o +it— kompleksinis kintamasis.
Tuomet elipsinés kreivés L funkcija apibréziama Oilerio (Euler) sandauga

A0 Hqf A, 1Y)

o T )
Remiantis Hasés (Hasse) jverciu

[A(p)<2yp,

begaliné sandauga, apibrézianti funkcija L (s), konverguoja absoliudiai ir tolygiai
pusplokStumeés D = {s eC:0> %} kompaktiniuose poaibiuose ir apibrézia

analizing nelygia nuliui funkcijg. Sioje srityje funkcija L, (s)gali biti isreiksta
Dirichlé (Dirichlet) eilute
L=2"",
m=1 M
¢ia A(m)yra multiplikatyvioji funkcija, o $i eiluté taip pat absoliu¢iai konverguoja
srityje D, .

Funkcijos L (s) analizinis pratesimas glaudZiai susijes su tam tikry moduliniy
formy L funkcijomis. Funkcijos L (s) analizinés savybés sutampa su svorio 2 naujyjy
formy L funkcijy savybémis.

1 savybé. Funkcija L. (s) analizi$kai pratgsiama j visg kompleksine plokStuma ir
tenkina funkcing lygtj

[\2/;] L(s)Lg(s) =77[\2/;J FQ2=5)L,(2~-9),

2 2
¢ia g — natiiralusis skai€ius, sudarytas i$ diskriminanto A pirminiy daugikliy, 7 ==1,
o I'(s)yra Oilerio gama funkcija.
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2 savybé. Furje eiluté
F(z)=Y A(m)e*™"*
m=l1
yra svorio 2 naujoji forma kurio nors Hekés pogrupio I')(g) atzvilgiu.

Sias savybes 2001 metais jrodé C. Brioilis (Breuil), B. Konradas (Conrad), F.
Daimondas (Diamond) ir R. Teiloras (Taylor) [2].

Elipsiniy kreiviy L funkcija, kaip ir dauguma klasikiniy dzeta ir L funkcijy, yra
universali Voronino prasme. Liniko-Ibragimovo hipotezé sako, kad visos funkcijos tam
tikroje pusploks§tuméje apibréztos Dirichlé eilute, analiziskai pratgsiamos j kair¢ nuo
absoliutaus konvergavimo pusplokstumes ir tenkinancios tam tikras didéjimo salygas,
yra universalios Voronino prasme.

Rymano ir L funkcijy universalumas placiai taikomas kvanting¢je mechanikoje,
kondensuoty medziagy fizikoje bei statistinéje fizikoje [6].

Pazymékime meas 4 maciosios aibés 4 — R Lebego matg. Kai 7 >0, tegul

1
VT(...):?meas{re[O,T] :...},
Cia vietoj daugtaskio jraSomos salygos, kurias tenkina 7 . Tegul C Zymi kompleksing
o 3 . .
plok§tumg, o sritis D= {s eC:l<o< 5} . Tolydaus tipo universalumo teoremg

elipsiniy kreiviy L funkcijai jrodé A. Laurincikas ir V. Garbaliauskiené.

A teorema [4]. Tarkime, kad E yra nesinguliarioji elipsiné kreivé virs racionaliyjy
skaiciy kiimo. Tegul K yra juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o
f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje K ir analiziné K viduje. Tuomet su
kiekvienu ¢ >0

lim inf v, [sup|LE (s+it)— f(s)|< gj > 0.
T—w sekK

Pastaroji teorema rodo, kad egzistuoja be galo daug postimiy L, (s+i7), kurie
norimu tikslumu ¢ aproksimuoja duotajg analizing funkcija f(s). Be to aibé tokiy 7
turi teigiamg apatinj tankj. Tolydaus tipo universalumo teoremose r kinta tolydziai
intervale [0, 7.

Be Sio tipo teoremy egzistuoja universalumo teoremy diskretusis atvejis. Rymano
dzeta funkcijos diskretyjj universaluma nagrinéjo S. M. Voroninas (Voronin) (1979)
[9] ir B. Baggi (Bagchi) (1981) [1] . Sio universalumo atveju postiimio menamoji dalis
igyja reikSmes i§ tam tikros diskreciosios aibés, pavyzdziui, i$ aritmetin€s progresijos.
Tegu NeN ir

1
,uN(...)=m#{OS m<N:..),
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¢ia vietoj daugtaskiy jraSomos sglygos, kurias tenkina m, o h>0 yra fiksuotas
skaicius.

Elipsiniy kreiviy L funkcijy diskretyjj universalumg jrodé V. Garbaliauskiené ir A.
Laurincikas.

B teorema ([3]). Tarkime, kad exp{zﬂk}yra iracionalusis skaicius su visais
h

k e Z\{0}. Tegul K yra juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o
f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje K ir analiziné K viduje. Tuomet su

kiekvienu ¢ >0
1i1]rv1 inf ,uN(sup|LE(s +imh) —f(s)| < gj >0.
—>0 sek

Sioje teoremoje matome, jog postimiy Lg(s+imh), aproksimuojanéiy duotaja
analizing funkcija, aibé yra pakankamai gausi: ji turi teigiamg apatinj tankj.

Atvejis, kai exp{%} yra racionalusis skaigius, su kuriais nors k #0 yra

sudétingesnis. Sudétingumo problemos kyla i§ ribinés teoremos analiziniy funkcijy
erdvéje funkcijai L ().
Sio straipsnio tikslas — jrodyti elipsiniy kreiviy L funkcijy diskretyjj universaluma,

pasirenkant />0 tokj, kad exp{%} blity racionalusis skaiius tam tikriems
ke Z\{0} .
1 teorema. Tarkime, kad egzistuoja sveikasis skaicius k #0, toks, kad eXp{ZZk}

yra racionalusis skaicius. Tegu K yra juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju
papildiniu, o f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje K ir analiziné K viduje.

Tuomet su kiekvienu ¢ >0
lim inf ,uN(sup|LE(s +imh) —f(s)| < 5) > 0.
N—wo sek
Teoremos jrodymas remiasi diskreciosiomis ribinémis teoremomis tikimybinio
mato silpnojo konvergavimo prasme.
Diskrecioji ribiné teorema funkcijai L (s)
Pirmiausiai apibréSime atsitiktinj elementg analiziniy funkcijy erdvéje. Kadangi

exp{%} yra racionalusis skaicius su tam tikrais sveikaisiais k #0, todeél pakanka
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pasirinkti tik teigiamuosius skaiCius k, tenkinanCius $ia savybe. Tegul ko yra

maziausias i3 jy. Tada kiti skai¢iai k yra skaiGiaus ko kartotiniai [7]. Tarkime, kad

27k
eXp{ ho}:moﬂ my,ny €N, (mg,n,) =1

ng

Tegul ¥ ={s € C:|s|=1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plok$tumoje C.

Apibrézkime begaliniamatj tora

Q:H}/p’
P

¢ia y, =y su kiekvienu pirminiu p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba Q

yra kompaktiné tolopoginé Abelio (Abelian) grupé. Pazymékime w(p) elemento

o € Q) projekcija koordinatingje erdvéje y, su visais m €N, tegul
o(m)=To"(p),

plim

a+l

gGia p”||lm reiskia, kad p“|m, bet p®" |m. Dél to, w(m) yra visiskai

multiplikatyvi funkcija ir |eo(m)|=

Pazymékime B(S)— metrinés erdvés S Borelio (Borel) aibiy klase, o H(D) —
analiziniy srityje D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija.
Apibrézkime

Q, ={weQ: wm,)=on,)
Tuomet €2 , yra toro ) uzdarasis pogrupis, todél jis taip pat yra kompaktiné
topologiné Abelio grupé. Tokiu bidu erdvéje (Q s B(Q h)) galime apibrézti
tikimybinj Haro (Haar) mata m,,. Taip gauname tikimybing erdve
(QhaB(Qh)a th)-

Tegul D, = {S eC:o> 1} kompleksinés plok§tumos sritis, o su visais s € D, ir

w, €Q,,

L.(s,0,)= H( z(p)a)h(p) a;,z(s{o)J H(l_ﬂ(p?(p)j
plA PlA

2 teorema. L (s,w,) yra H (DO)—reikimis atsitiktinis elementas, apibréztas

tikimybinéje erdvéje (Q,, B(Q,),m,; ).

Irodymas. Erdvéje (Q, B(Q)) apibréztas tikimybinis Haro matas m,, . Tegul
P> D, yra pasirenkama baigting pirminiy skaiCiy aibé, 4, ..., 4, €B(y).

1
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Pasinaudosime [7] darbe sukonstruota maciaja funkcija g : €2 —> €2, . Pazymékime
g, funkcijos g siaurinj koordinatingje erdvéje y,. Kadangi {a)( p)} yra
nepriklausomy atsitiktiniy elementy, apibrézty tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q),m,, ),
seka ir m,,, =m, g, gauname

th(a)h e, a)h(p )eA . coh(prk)eA,.k)

=m,g (a)h €, : a)h( : )eA,I,..., a)h( A )eArk)

=my, (a)eQ : a)( ; )eg;}l A, s a)(prk )eg;}k Ark)

= mH(a) eQ: a)( S )eg;n1 4, )mH(a) eQ: a)( 3 )eg;}kArk)

= th(a)h €eQ,: a)h( : )e Arl )-...-th(a)h €eQ,: a)h(prk )eAr/:
Vadinasi, {a)( p)} yra nepriklausomy atsitiktiniy elementy, apibrézty tikimybinéje

erdvéje (Q,,B(Q,),m,, ), seka.
Teoremai jrodyti pakanka parodyti, kad sandauga

H@ﬂ@mw)%wj

s 2s-1
rlA

p p

beveik tikrai tolygiai konverguoja srities D, kompaktiniuose poaibiuose. Tam pakanka
jrodyti, kad srities D), kompaktiniuose poaibiuose beveik tikrai konverguoja eiluté

> x,(s,0,), (1)
pla

v

Cla

s

p
Atsitiktinio elemento & vidurkj pazymékime E& . Aisku, kad

Ew,(p)= [@,(p)dm,, =0,

Q,

X, (S a)h) A(p)w, (P)

todel Ex, (s,,)=0 sukiekvienu pirminiu p . Be to,

E|XP (S, @, 12 - ;tp(zf) ,[a)h (p)a)h (p)dm,, = ﬂp(zf) :

Q,

Remiantis Hasés jver¢iu gauname, kad

ZE‘xp(s, a),lj2 <o

plA
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su visais s € D,. Kadangi {x » (S, w, )}‘ yra nepriklausomy atsitiktiniy dydziy seka ir

eiluteés
ZM: Ex, (s, ,) it Zl;‘ E‘xp (s, ,)— Ex, (s, o, 12
p p

konverguoja, pagal jau Zzinomg 1.2.11 teoremg iS [8], gauname, kad eiluté (1)
konverguoja beveik tikrai kiekvienam fiksuotam s e D,. Tadiau (1) yra Dirichlé
eiluté, kuri tolygiai konverguoja srities D, kompaktiniuose poaibiuose su beveik visais
W, € Qh mato m,,, atzvilgiu. Teorema jrodyta.

Suformuluosime ribing teorema elipsiniy kreiviy L funkcijai L, (s) analiziniy
funkcijy erdvéje.

3 teorema. Tarkime, kad egzistuoja sveikasis skaicius k # Qir fiksuotas h> 0,

tokie, kad exp{zﬂk} bity racionalusis skaicius. Tada tikimybinis matas
h

def
Py(A) = py (L (s +imh) € 4), Ae B(H(D,)),
silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento L (S, a)h) skirstinj, kai N — oo.

Universalumo teoremos jrodymas remiasi diskrecigja ribine teorema analiziniy
funkcijy erdvéje. Pastarajai teoremai jrodyti naudojamos ribinés teoremos Dirichlé
polinomams bei ribinés teoremos absoliuciai konverguojanc¢ioms Dirichlé eilutéms [5].

Atsitiktinio elemento L, (S, w, ) atrama

Tegul V>0 yra laisvai pasirenkamas skaiCius, toks, kad
D, = {s eC:l<o< %, ‘ t<V}. Aisku, kad D, < D, todél LE(S, a)h) taip pat yra

H(D,)-reiksmis atsitiktinis  elementas, apibréZtas  tikimybinéje  erdvéje
(Q 2 B(Q,),m, H). Pazymékime jo skirstinj P, .

Norint jrodyti universalumo teorema, mums reikés H (D), )-reik§mio atsitiktinio
elemento skirstinio P, atramos juostoje D, . Priminsime, kad mato Q atrama yra
vadinama tokia minimali uzdara aibé SQ , kad Q(SQ): 1. Aibé SQ yra sudaryta i§

tokiy elementy x €S, kuriy bet kuriai atvirai aplinkai G yra teisinga nelygybé

0(G)>0.

Tegula, €y, seD, ir

53



eISSN 1648-8776 Jaunyjy mokslininky darbai / Journal of Young Scientists

A(p)a a’
tog| 1-2P2% G | i pya,
P p

A
—log(l— (P)a, J kai p|A.

fo(s,a,)= @)

s

P

4 lema [3]. Visy konverguojanciy eiluciy
D fo(sa,)
P
aibé erdvéje H (D, ) yra tirstoji aibe.

Dabar esame pasirenge apibrézti PLE,V atramg. Tegul

S, ={geH(D,): g(s)#0arba g(s)=0}.

5 lema. H(D,)-reikSmio atsitiktinio elemento skirstinio P, ,, atrama yra aibé
S, .

[rodymas. 2 teoremos jrodyme gauta, kad {a)( p)} yra nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy, apibrézty tikimybingje erdveje (€2,,B(Q,),m,,, ). seka. Todel, islaikydami
(2) Zyméjimg, turime, kad {yp (S)} = {fp (s, 0, (p))} yra erdvés (Qh,fB(Qh ),th)
nepriklausomy H (D, ) -reik§miy atsitiktiniy elementy seka. Atsitiktinio elemento
¥, (8) atrama yra aibé

(g€ H(D,): g(s) = f,(s,0), a € 7}.

Vadinasi, remiantis 1.7.10 teorema i§ [8], (D), ) -reiksmio atsitiktinio elemento
log Ly (s.@,)= 3 ,(5)
p

atrama yra visy konverguojanciy eiluciy

D fo(sa,), aey,

»
aibés uzdarinys. Remiantis 4 lema, pastaroji aibé yra tirSta erdveje H(D,).
Pazymékime wu:H(D,)—> H(D,) funkcija, apibrézta formule wu(g)=e®,
geH(D,). Si funkcija 1og(LE(s,a)h)) priskirianti L, (s,w,) it H (D, ) priskirianti
Sy \{O} yra tolydi. Taigi, L;(s,®,) atrama apima S, \{0}. Taliau L(s,®,)
atrama yra uzdara aibé. Todél, remiantis Hurvico (Hurwitz) teorema (zr. [8], 6.5.5
lema), S, \{0;=3S,,. Tokiu budu L,(s,®,) atrama apima S,,. Kita vertus,
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L, (s,®,) beveik tikrai konverguojanti nenuliniy daugikliy sandauga, vadinasi, pagal

ta paCia Hurvico teorema, L.(s,w,) atrama beveik tikrai priklauso S, . Lema

jrodyta.

1 teoremos jrodymas

Pasirenkame V' > 0 tokj, kad K < D,,. Tarkime, kad f'(s) turi nenulinj analizinj
pratgsimg j sritj D), . Apibrézkime atviraja aibe G formule

G- {g < H(D, ;5w | 8(5)- F(O)I< e}.

I8 5 lemos seka, kad G < S, 0 i§ 3 teoremos gauname, kad

lir][vl inf ,uN(sup|LE(s +imh) — f(s) | < 5)
—® sek
thH(a)h e, ILE(S,a)h)EG)>O. 3)
Tegul f(s) tenkina 1 teoremos sglygas. Tada pagal Mergeliano teorema [10] srities
D, kompaktiniame poaibyje K egzistuoja daugianaris p, (s), p, (s) # 0, toks, kad
£
sup | f(s)=p,(s) <. (4)
sek 4
Taip pat egzistuoja daugianaris g, (s) toks, kad

) &
swp | p, ()~ <
seK 4

IS Sios ir (4) nelygybiy matome, kad

g
sup | f(s)— e™® |<—=.
sek 2

Kadangi e’ # 0, i§ (3) randame, kad

©)

sek

]inlg inf yN(sup‘LE(s +imh)—e?®| < gj > 0.

I$ Sios ir (5) nelygybés gauname teoremos tvirtinima.

I$vados
1. Elipsiniy kreiviy L funkcijai galioja diskrecioji ribiné teorema tikimybiniy maty
silpnojo konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje.

2. Funkcijai L, (S) galioja diskre¢iojo universalumo nelygybé, kai exp{%} yra

racionalusis skaiius su tam tikrais k& € Z\{0} .
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