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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjamas Epsteino dzeta funkcijos ((s; Q) reikimiy pasiskirstymas. Zinoma,
kad dzeta funkcijy asimptotinés savybés geriausiai nusakomos tikimybinémis ribinémis teoremomis sil-
pnojo tikimybiniy maty konvergavimo prasme. Tolydaus tipo ribing teorema funkcijai {(s; Q) kompleksinéje
plokstumoje pateiké A. Laurinéikas ir R. Macaitiené [11]. Siame straipsnyje, kuris parengtas B. Gutauskienés
magistro darbo [8] pagrindu, pristatomas diskretaus tipo rezultatas.

Pagrindiniai ZodZiai: ribin¢ teorema, silpnasis konvergavimas, tikimybinis matas, Haro matas.

Summary. In this paper, the value distribution of the Epstein zeta-function {(s; Q) is investigated. It is well
known that the asymptotic behaviour of zeta-functions is most effectively defined by probabilistic
limit theorems in the sense of weak convergence. A limit theorem of continuous type for the function {(s; Q) on
the complex plane has been obtained by Laurin¢ikas and Macaitiené [11]. This paper presents a discrete-type
result, based on the Master’s Thesis [8] by Gutauskiené.

Keywords: limit theorem, weak convergence, probability measure, Haar measure.

Ivadas

Dirichlé (Dirichlet) eilutés yra vienas i§ svarbiausiy ir placiai naudojamy jrankiy Siuolai-
kinéje skaiciy teorijoje. Jos yra pagrindinis jrankis, nagrin¢jant pirminiy skaiciy pasis-
kirstyma, moduliniy formy problemas bei daugelyje kity sri¢iy. Kompleksinio kintamojo
funkcijos, tam tikroje pusplokstuméje apibréziamos Dirichlé eilutémis

Received: 2025-01-30. Accepted: 2025-05-19

Copyright © 2025 Biruté Gutauskiené, Renata Macaitiené. Published by Vilnius University Press. This is an Open Access article distributed under
the terms of the Creative Commons Attribution Licence, which permits unrestricted use, distribution, and reproduction in any medium, provided the
original author and source are credited.

18


https://www.vu.lt/leidyba/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://www.vu.lt/leidyba/
https://www.journals.vu.lt/jaunuju-mokslininku-darbai/
http://
https://doi.org/10.15388/JMD.2025.55.2
mailto:birute@gutauskas.legal
https://ror.org/03nadee84
mailto:renata.macaitiene@sa.vu.lt
https://ror.org/03nadee84

Biruté Gutauskiené, Renata Macaitiené.
Diskrecioji ribiné teorema Epsteino dzeta funkcijai

Z ame"lms, s €C, s=o0 +1it,

vadinamos dzeta, arba L, funkcijomis. Cia {a,,: m € N} — kompleksiniy skai¢iy seka,
{A:m € N} — nemazéjanti realiyjy skai¢iy seka, tokia, kad lim A,, = +oco. Tokio

mooo
tipo eilutés vadinamos bendrosiomis Dirichlé eilutémis. Jeigu A,, = logm, turime
paprastaja Dirichlé eilute
o @
ms’
m=1
Vokie¢iy matematikas EpSteinas (P. Epstein) sieké rasti kuo bendresne dzeta
funkcija, turincia Rymano tipo funkcine lygti. 1903 m. jis apibrézé tam tikro tipo
Dirichlé eilute, véliau pavadint jo vardu [6]. Sios funkcijos savybes bei elgesj studijavo
ir daug kity matematiky: Heké (E. Hecke) [9], Covla (S. Chowla) ir Selbergas
(A. Selberg) [4], Fomenko (O.M. Fomenko) [7], Nakamura (T. Nakamura) ir
Pankovskis (L. Pankowski) [12] ir kiti. Epsteino dzeta funkcija naudojama ir
taikomuosiuose moksluose, pavyzdziui, kvantinéje fizikoje [5].
Tegul Q yra teigiamai apibrézta kvadratiné n X n matrica. Sveikyjy skaiciy
rinkiniui x € Z™ pazymékime Q[&] = xTQx. Epsteino dzeta funkcija {(s;Q), s € C,

susieta su kvadratine matrica Q, apibréziama eilute

(s = ) (), >3

xez™\{0}

ir yra analiziSkai pratgsiama j visg kompleksine plok§tuma.

Dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymo klausimai yra labai sudétingi, todél Sioms
problemoms spresti jprastai naudojami tikimybiniai metodai. Tikimybiniy metody
taikymo idéja Dirichlé eiluciy reikSmiy pasiskirstymui priklauso Borui (H. Bohr) ir
Jesenui (B. Jessen) (zr. [2] ir [3]). Jie nagrinéjo Rymano dzeta funkcijos reikSmiy
pasiskirstyma. Boro ir Jeseno tyrimai yra tesiami naudojant kitus metodus. Pavyzdziui,
tam tikry analogisky rezultaty pateiké Borhsenius (V. Borchsenius) ir Jesenas
(B. Jessen), Jesenas ir Vinteris (A. Winter). Taciau i§vys¢ius tikimybiniy maty silpnojo
konvergavimo teorijg, pastebéta, kad dzeta funkcijy asimptotinés savybés geriausiai
nusakomos tikimybinémis ribinémis teoremomis silpnojo tikimybiniy maty
konvergavimo prasme.

Tolydaus tipo ribing teorema EpSteino dzeta funkcijai kompleksinéje plokStumoje
jrodé Laurincikas ir Macaitiené [11]. Taciau diskretaus tipo rezultatai turi kur kas
platesnj pritaikyma, pavyzdZziui, fizikoje, kristalografijoje ar pan. Tolydaus tipo
teoremose postimiai jgyja realias reik§mes, diskretaus tipo atveju — imami i§ tam
tikry diskreciyjy aibiy (pavyzdziui, aritmetinés progresijos).
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Tyrimo tikslas — jrodyti diskretaus tipo ribing teorema silpnojo
tikimybiniy  maty konvergavimo prasme Epsteino dzeta funkcijai kompleksinéje
plokstumoje.

Straipsnyje jrodyta, kad fiksuotam h > 0 ir ¢ > tlklmyblms matas

%ﬂ#{o <k<N:{(c+ikh;Q) €A}, A€ B,

kai N — oo, silpnai konverguoja j tam tikra ribinj matg. Pateikiamas iSreikstinis
ribinio mato pavidalas.

Tyrimo metodai. Diskreciyjy ribiniy teoremy jrodymai remiasi EpSteino dzeta
funkcijos bei silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo savybémis. Naudojami
kontiirinio integravimo, aproksimavimo bei ergodinés teorijos metodai, Galagherio
(Gallagher) lema. Priklausomai nuo aritmetinés / prigimties, nagringjami du skirtingi
atvejai.

Epsteino dzeta funkcija

Kaip jau miné¢jome jvade, Ep$teino dzeta funkcija {(s; Q) apibréziama eilute

(s = ) ()T, >3
xez\{o}

ir gali biiti analiziSkai pratqsiama j visg kompleksing ploks§tuma, iSskyrus paprastajj poliy

taske s = g su reziduumu ——————. Funkcija {(s; Q) tenkina funkcing Rymano tipo

v
lygti:
T Q) = (et) en T (2= 5)7 (5-s107)

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija. I§ ¢ia nesunku pastebeéti, kad Epsteino dzeta funkcija
lygi nuliui taSkuose s = —m; Sie nuliai vadinami trivialiaisiais. Kiti nuliai yra
netrivialis. Apie jy i$sidéstymg Zinome kur kas maziau, nei apie Rymano dzeta
funkcijos, taciau pastebima, kad priklauso nuo matricos Q. Pavyzdziui, imkime n-
mate vieneting matricg I,,. Tuomet Epsteino dzeta funkcija iSreiSkiama Rymano dzeta

{(s) ir Dirichleé L-funkcijos L(s, 1) =Z;‘,’121X1(1n) o> 1, tiesine kombinacija.

s

Tuomet turime, jog:
{(s; 1) = 24(2s),
{(s,I;) = 43(s)L(s, x—4),
(s, 1) = 8(1 —227%)(s)¢(s — 1),
Cia L(s, y_,) yra Dirichlé L-funkcija su pagrindiniu Dirichlé charakteriu moduliu 4.

Pastebime, kad jei teisinga Rymano hipotezé, tai visi netrivialts {(s; ;) nuliai yra
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kritingje tieséje o0 = %. Jei Rymano hipotezés analogas galioja Dirichlé L-funkcijai
L(s,x_4), tuomet visi netrivialis {(s,I,) nuliai yra ant tiesiy o =% ir o =i.
Analogiskai, jei teisinga Rymano hipotezé ir jos analogas Dirichlé L-funkcijai, tuomet
netrivialais {(s, I,) nuliai yra ant tiesiy ¢ = %, o= ;bei be galo daug nuliy taske s = 2.
Tiesés o =§ ir o= nT_l vadinamos  kritinémis tiesémis. Taciau sudétingesniy
matricy @ atveju, nuliy i$sidéstymas yra kur kas sudétingesnis.

Svarbu akcentuoti, jog {(s;Q) gali biiti uzraSoma paprastgja Dirichlé eilute.
Pazymékime H virSutine pusplok$tume {s € C: Ims > 0}, SL(2,Z) — pilng moduling
grupe

SL(2,Z) = {(CCI Z):a,b, ¢,d €Z,ad — bc = 1},

o sveikiesiems teigiamiems g, jos pogrupi

_ {(a by, =
L@ ={(% J):SL@m),c=00mod )},
kuris vadinamas Hekés pogrupiu mod q, arba kongruenciuoju pogrupiu mod q. Be
to, tegul F yra analiziné virSutinéje pusplokstuméje funkcija. Jeigu visiems elementams

(Ccl Z ) € I (g) funkcija F tenkina funkcine lygtj

az+b
F( ) = (cz + A)*F(2), K €N,

cz+d
ir yra analiziné paraboliniuose I}, taskuose, tuomet F vadinama svorio k ir lygio q
moduline forma. Jei F virsta 0 visuose paraboliniuose taskuose, tuomet ji vadinama

paraboline forma. Pazymékime E,.(z) Eisensteino eilute

E.(z) = Z (cz+d)7", K> 0.

© ferw

Tarkime, kad Q[g] yra sveikasis skaiCius su kiekvienu sveikyjy skaiciy rinkiniu
x € Z™\{0}.

Pazymékime 1p(m), m € Ny, elementy x, tenkinanciy zemiau pateikta reikalavima,
skaiciy, t. y.
ro(m) = #{g €Z": Q[&] =m,m€ No}.

Tuomet pusplokstuméje o > %Epéteino dzeta funkcija gali biiti uZzraSoma paprastaja

Dirichlé eilute

[o2]

=y

mS

m=1

21



eISSN 1648-8776 Jaunyjy mokslininky darbai / Journal of Young Scientists

Fomenko jrodé [7], jog eilutés

[o0]

@(Z, Q) — Z rQ(m)ezmmz

m=0
.. n .. .. ey e ey euq L. . ..
yra svorio — modulinés formos ir jos gali biti iSreiSkiamos atitinkamos Eisensteino

eilutés ir tam tikros parabolinés formos suma:
0(z,Q) = Eo(2) + Fy(2),

kur  Ep(z) = Xm-o€o (m)e?™m#  yra  Eiseniteino eilute, o Fo(z) =
Yo _o fo(m)e?™™m2 — paraboliné forma. I§ ¢ia seka, kad Epsteino dzeta funkcija gali
biti iSreiksta atitinkamy dzeta funkcijy suma:

1(5,Q) = (s Ep) + (s Fy),

o e (m) - fo(m)
¢(5:Eq) = Z_l—eQmT  ¢(5:Fp) = ZlmeT o>l

Irodant ribing teorema, §is iSskaidymas vaidina ypatingai svarby vaidmenj. Ivaniec jrodé

kur

[10], jog lyginiams n > 4 Eisensteino eiluté E,(z) yra svoriog ir lygio ¢ moduliné
forma. Be to, Heké jrodé [9], jog dzeta funkcija (S; EQ) gali biiti iSreiskiama elementy
(kD~SL(s, xi)L (s —24 1,4;1) tiesine kombinacija, kur k ir / yra ¢ dalikliai, y; ir
¢; — Dirichlé charakteriai moduliu % ir %. I8 ¢ia ir lygybeés ((s,Q) =¢ (s; EQ) +
¢ (s; FQ) seka, jog pusplokstuméje o > nT_l, Epsteino dzeta funkcija iSreiSkiama

Dirichlé L-funkcijy tiesine kombinacija:

K L [}
(6= N (5L (s ht L)+ Y 28,
k=11=1

m=1

&ia ay; yra kompleksiniai skai¢iai, o y;, ir ¢; yra neekvivalentiis charakteriai. Be to, jei
fo (m) galioja jvertis

fo(m) =0 (mn/4‘1/2+€), £>0,
fo(m)

mS

S . e .- -1
tai eiluté Ym—1 konverguoja absoliuciai pusplokstuméje o > nT

Diskrecioji ribiné teorema Epsteino dzeta funkcijai

Kaip jau minéta, LaurinCikas ir Macaitiené [11] jrodé, kad

%meas{t € [0;T]:{(c +it; Q) € A}, A € B(0Q), o>
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kai T — oo, silpnai konverguoja j tam tikrg tikimybinj mata P. Cia measA yra macios
aibés 4 Lebego matas, o B(X) zymi erdvés X Borelio aibiy klase.
Mﬁsq tikslas yra pateikti diskretaus tipo rezultata, kai ¢ reikémés yra imamos

.......

P, apibrézimui talkoma speciali topologiné struktiira. Apibrézkime albc;

_
14

kur y, = {s € C:|s| = 1} visiems pirminiams skai¢iams p. Su sandaugos topologija ir
pataskine daugyba toras () yra kompaktiSka topologiné¢ Abelio grupé. Todél erdvéje
(Q,B(Q)) egzistuoja tikimybinis Haro matas my, taigi, turime tikimybine erdve
(Q,B(Q),my). Tegul w(p) Zymi p-gjj elemento w € Q komponenty, t. y. w(p) yra
elemento w projekcija j y(p). Funkcijos w(p) apibrézimo sritj i§ P iSplediame |
natiiraliyjy skaiciy aibe N:
om =[] *@) men.

p¥|m

petim
Tuomet o > nT_ltikimybinéje erdvéje (Q,B(Q), my) apibréZziame kompleksines

reik§mes jgyjant] atsitiktinj elementa
agw(k)w(l) n
{(0, w; Q)—ZZ 710 L(J,w,)(k)L(a—E+ 1,w,(pl)

fo(M)w(m)
+ Z mo ’

kur atitinkamos Dirichlé L funkcijos yra iSreiSkiamos tolygiai konverguojanciomis
Oilerio sandaugomis (beveik visiems w(p)):

-1
Looxd =T, (1- xk(z;):)(p)) il (024 L) =TI, <1 B <pz(p)s)(lﬂ> -1

po 7t

Laurinc¢ikas ir Macaitiené jrodé [11], jog minétas ribinis matas P yra §io atsitiktinio
elemento { (o, w; Q) skirstinys.
Diskretusis atvejis yra sudétingesnis nei tolydusis, nes priklauso nuo skaiciaus

h aritmetinés prigimties. Nagrin¢jami du h atvejai: kai h > 0 yra toks, kad exp {Zn—m}

yra iracionalusis skaiCius (1-asis 4 tipas) ir kai h > 0 yra toks, kad exp{ } néra

iracionalusis skaicius (2-asis 4 tipas), visiems m € N. Sakykime, kad h > 0 yra 2-
ojo tipo. Tuomet nesunku pastebéti, kad egzistuoja toks maziausias m, € N, kad
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o 2 . . i v "
skaiCius exp{ n}:n"} yra racionalusis skaiCius. Pavyzdziui, jei h = m, pagal Hermités-
Lindemano teorema, exp{2m} yra transcendentinis skai¢ius visiems m € N. Kai

2
h= ﬁ a € N, tuomet exp{mloga} = a™ yra racionalusis skai¢ius. Tarkime, kad

ano

ex ——, a,b €N, (a,b) = 1. Pazymékime irminiy skai¢iy aibés poaibj:
p 5 b € N, (a, b) = 1. Pazymékime IP, pirminiy skai¢iy aibés poaibj

a
P, = pEIP’:l_[p“P:E, a, 0.
peEP
Be to, tegul Q; Zymi uzdara grupés (0 pogrupj, generuotg {p‘ih:p € ]P}, h>0.
Akivaizdu, jog Qp, yra kompaktiska grupé, tuomet erdvéje (Qp, B(Qp)) egzistuoja
tikimybinis Haro matas m}:. Turime tikimybine erdve (Qh,B(Qh),mZ). Remiantis
Bagchi lema [1, 4.2.2 lema],
Q = {Q, jei hyra 1 tipo,
™ Hw € Q:w(a) = w(b)}, jei h yra 2 tipo.
Dabar w € Qyir o >nT_1, tikimybingjé erdvéje (Qp, B(Qy),mpt)  apibrézkime

kompleksines reikSmes jgyjantj atsitiktinj elementa

n(0,w;Q) = Z z WD ) (6,001 (s -2+ 1,0,0))

kolo
k=1 1=
o fo(m)w(m)

ir P 5, paZymeékime Sio atsitiktinio elemento pasiskirstyma:
P 5 n(A) = mii{w € Qp:¢p(0,w; Q) €A}, A€ B(O).

Be to, tegul [14 Zymi aibés 4 elementy skaiCiy. Pagrindinis rezultatas yra Zemiau
pateikta diskrecioji Boro-Jeseno tipo ribiné teorema funkcijai {(s; Q) kompleksinéje
plokStumoje.

Teorema. Tarkime, kad n = 4 ir Q[&] € Z, visiems x € Z\{0}, yra lyginis skaicius.

-1 . o ..
Tuomet, su fiksuota o > nT reiksme, tikimybinis matas

N;H#{O<k<N {(o + ikh; Q) € A}, A € B(0),

kai N — o, silpnai konverguoja j P; g .

Teorema jrodyta B. Gutauskienés magistro darbe [8].
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ISvados

Straipsnyje pateikiamas diskretaus tipo tikimybinis rezultatas, kad fiksuotam o > nT_l

matas

1
_— < < H 1 .
N+1#{0_k_N {(o+ikh;Q) €A}, Ae€B),

kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento skirstinj. Diskretusis atvejis yra
kur kas sudétingesnis, nei tolydusis (jrodytas [11]), kadangi priklauso nuo aritmetinés
h prigimties. Nagrinéti du h atvejai [8]: kai exp {me} yra racionalusis ir
iracionalusis skaiciai, visiems m € N.

Planuojama jrodyti apibendrintg diskretyjj atvejj, kai postimiai i§ aritmetinés
progresijos keiciami tam tikra bendresne funkcija.
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