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[VADAS

Siame pranesime paliesime netiesiniy evoliuciniy lygéiu sprendimo klausimus.
Siy lygéiu sprendimas, skaitiniuy metody karimas ir ju tyrimas Lietuvoje prasidéjo
sesiasdesimtujuy mety viduryje. Sie klausimai glaudziai susije su skaitinés analizés,
diferencialiniy lygciy ir netiesinés optikos moksliniy mokykly susikiirimu ir ju plétra
pastaraisiais metais.

Maksvelo lygtys yra iSeities taskas matematiSkai modeliuojant Sviesos banguy
sklidima. Taciau Siu lygciu sprendinio analiziné iSraiska net tiesiniame artinyje
gaunama tik iSimtiniais atvejais. Todél teorinéje netiesinéje optikoje placiai taikomi
supaprastinti modeliai. Jie atspindi konkretaus optinio daznio diapazono specifika
ir uztikrina pakankama tiksluma. Létai kintanciy amplitudziy metodas [1-3] yra
efektyvus supaprastinty lygéiu gavimo budas netiesinéje optikoje. Jis pagristas
bangineés lygties sprendinio skleidimu eilute. Eilutés nariai yra létai kintancios laike
ir erdvéje funkcijos. Siuo atveju létai kintancios funkcijos tenkina evoliucines lygtis.
Priklausomai nuo parametry parinkimo yra gaunamos nestacionarios Sredingerio ar
silpnai netiesinés hiperbolinés lygtys [1,4]. Netiesinés Sredingerio lygtys atitinka
kvazioptinj artinj [1, 2]. Siuo atveju iskaitomi netiesiniai ir difrakciniai efektai.

Netiesiné kubiné Sredingerio lygtis
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yra viena is labiausiai istirtu netiesiniy Sredingerio lygéiu. Ji yra evoliuciné integruo-
jama diferencialiné lygtis. Sprendinys u yra kompleksiné funkcija. Nesunku irodyti,
kad lygtis (1) turi bégané¢ios bangos pavidalo sprendinj

u=a (%) v exp [z (%bx - (ib2 - a2>>] sech(x — bt),

¢la a ir b yra laisvai pasirinktos konstantos. Netiesiné kubiné Sredingerio lygtis
vaidina svarby vaidmeni netiesinéje optikoje, plazmos fizikoje, kieto kiino fizikoje,
hidrodinamikoje, molekulinéje biologijoje [5,6]. Bendru pavidalu netiesines Sredin-
gerio lygtis galima uzraSyti
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¢ia A;, B; — diagonalinés realios matricos su pastoviais koeficientais, F'(u) — netiesiné
funkcija (kaip taisyklé polinomas). Netiesinés Sredingerio lygtys pagal savo uzrasy-
mo forma yra artimos reakcijos-difuzijos ir Kuramoto-Cuzuki lygtims. Sios lygtys
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Jei koeficientai a # 0, b = 0, tai turime reakcijos-difuzijos, o jei a # 0, b # 0, tai
Kuramoto-Cuzuki lygtis. Kuramoto-Cuzuki lygtis apraso daugelio dvikomponenciy
sistemuy elgesi bifurkacijos tasko aplinkoje [7]. Reakcijos-difuzijos lygtys naudojamos
tiriant daugeli netiesiniy procesy [8]. RySium su tuo yra aktualus evoliuciniy lygéiy
sprendimas. Atvirkstinés sklaidos metodu [9-11] pavyksta apskaic¢iuoti sprendini
analiziskai. Taciau tik nedaugeliui evoliuciniu lygciu galima taikyti atvirkstinés
sklaidos metoda. Priedo $io metodo taikymo procediira yra pakankamai sudétinga.
Daznai apskaiciuota sprendini dél jo sudétingos uzrasymo formos nepavyksta efek-
tyviai panaudoti. RySium su tuo placiai taikomi skaitiniai sprendimo metodai.
I ju savo paprastumu ir universalumu issiskiria baigtiniy skirtumu metodas. Sio
metodo pagrinduy teorija yra isdéstyta A.Samarskio, G. Marc¢iuko ir ju mokiniu dar-
buose [12-18]. Sprendziant netiesines Sredingerio lygtis baigtiniu skirtumu metodu
placiai taikomas konservatyvumo principas [12]. Pagal §i principa diskretusis modelis
privalo tenkinti duoto diferencialinio uzdavinio atitinkamus integralinius tvermes
désnius. Paprastai pagrindinis démesys skiriamas tik kai kuriems integraliniams
tvermes désniams, kurie turi konkrecia fizikine prasme. Kai kurie modeliai prie
tam tikru salygu gali turéti begaline serija integraliniuy tvermeés désniu. Kartu
su konservatyviais sprendimo metodais placiai taikomos nekonservatyvios ir nepil-
nai konservatyvios schemos [19-24]. Dabar paliesime tyrimus, paskelbtus [25-28].
Pagrindini démesj skirsime netiesinéms Sredingerio lygtims. Tai susije su tuo, kad
daugelis rezultatu, gaunamu netiesinéms Sredingerio lygtims, nesunkiai apibendri-
nami Kuramoto-Cuzuki ir reakcijos-difuzijos lygtims. Netiesiniy Sredingerio lygéiu
sprendimas palyginus su paraboliniy lygciuy sprendimu susijes su eile principiniy
sunkumu. Tai iSryskeéja jau tiesiniy lygciuy atveju. Taip Silumos laidumo lygciai
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galioja maksimumo principas ir su tuo susije aprioriniai iverciai. Tiesinei Sredingerio
lygciai
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maksimumo principas negalioja. Todél negalima naudotis efektyvia paraboliniy
lygciu teorijos technika, paremta Siuo principu. Tai yra pirmasis sunkumas. Antra-
sis sunkumas isryskeéja taikant baigtiniy skirtumuy metoda. ISreikstiné skirtumine
schema

Up = gy
yra stabili, kai zingsniy santykis pagal evoliucinj ir erdvini kintamuosius 7 ir h
tenkina salyga

% < const.

Sis zingsniy santykio apribojimas yra nenatiiralus, nes bedimensinis dydis yra 7 /h?,
one 7/h* [12]. Netiesinéms Sredingerio lygtims kaip taisyklé galioja tvermeés désniai.



Taip krastiniam uzdaviniui netiesinei kubinei Sredingerio lygciai
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galioja integraliniai invariantai
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[§ siy invarianty iSplaukia aprioriniai jver¢iai normose Lo ir W.'. Jei turime trimatj
atveji, tai daugumai aktualiu uzdaviniu galioja aprioriniai iverc¢iai normose Lo ir
Wy. Keturmaciu atveju galioja apriorinis jvertis normoje Ly ir prie mazu pradiniy
salygu normoje Wy. RySium su tuo darbuose [25-28] buvo pasiiilytas klasikiniy
aprioriniy iverciy apibendrinimas, kuris igalina gauti efektyvius apriorinius ivercius
skirtuminiy uzdaviniy sprendiniams. Klasikiniuose aprioriniuose iverciuose
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konstanta ¢ nepriklauso nuo diferencialinio uzdavinio sprendinio. Buvo pasitlyti
naujo tipo aprioriniai iverciai
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¢ia konstanta c¢ jau priklauso nuo tam tikros sprendinio normos ir evoliucinio kinta-
mojo kitimo intervalo. Taip n+ l-macio uzdavinio atveju (n — erdviniy kintamuju
skaic¢ius) konstanta ¢ priklauso nuo sprendinio normos C?(Q), ¢ia Q@ = (0,T] x Q, T
— evoliucinio kintamojo kitimo intervalo ilgis, Q — erdviniy kintamuju kitimo sritis,
j=ltn—1)/2.

Skirtuminiy schemu pagrindimui yra aktualus aprioriniai skirtuminio sprendinio
iverciai normoje C. Toks ivertis netiesinés skirtuminés schemos pagrindima suveda
i§ esmeés | tiesinés skirtuminés schemos pagrindima. Kadangi tiesinés Sredingerio
lygties sprendiniui galioja iverciai normoje W/ tai kilo mintis gauti apriorinius
ivercius normoje W.. Rysium su tuo buvo gauti apibendrinti jverciai
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¢ia konstanta ¢ priklauso nuo diferencialinio uzdavinio sprendinio normos C7(Q),
evoliucinio kintamojo kitimo intervalo ilgio. Pagrindine Siy iverciy verte yra ta, kad
skirtuminio uzdavinio atveju konstantoje ¢ priklausomybe nuo skirtuminio spren-
dinio normos C’(Q,) galima pakeisti priklausomybe nuo diferencialinio uzdavinio
normos C7(Q). Tokiu budu gauname efektyvy apriorini jverti, kuris i$ esmes atitinka
klasikinio apriorinio jveré¢io samprata. Sis ivertis vaidina svarby vaidmeni jrodant
skirtuminiy schemuy stabilumag ir konvergavima,
Skaitinéje analizéje pagrindziant netiesinius uzdavinius tradiciskai taikomas iver-
tis
lulle < ¢h™2||ullL,, (2)



¢ia n — matavimuy skaicius. Sis jvertis yra tipiskas skaitinés analizés ivertis, neturintis
tolydaus analogo. Sio jvercio taikymas, kaip taisyklé, issaukia salygini konvergavima,
tai yra, santykis tarp evoliucinio ir erdviniu kintamuju zingsniu privalo tenkinti
papildoma apribojima. Tac¢iau jei n>2, tai (2) jvercio taikymas tampa ne tik mazai
efektyvus, bet dazniausiai neimanomas. Darbuose [25-28] buvo pasiiilyta vietoje
ivercio (2) taikyti Galjardo-Nyrenbergo multiplikatyvines nelygybes

lulle < e flullz, lully-

Sio iver¢io taikymas reikalauja uzdavinio sprendinio glodumo normoje Wi, 21(1 —
a)>1, 1 >a>(n—1)/n Tai garantuoja sprendinio apréztuma normoje C.
Sprendinio glodumas normoje WY i§ esmés atitinka sprendinio gloduma, biiting
aproksimacijai daugelyje konkreciy uzdaviniy. Todél nattiralu tiketis, kad skirtu-
minés schemos sprendinys turés ta pati gloduma kaip ir diferencialinio uzdavinio
sprendinys. Kodeél parinkta norma W.? Sis parinkimas pirmiausia yra paremtas
aprioriniais jverciais normoje W2 tiesinei Sredingerio lygciai, antra — lygties
g—? = iAu,

spektrinémis savybémis. Sios lygties tikrinés funkcijos yra trigonometrinés funkcijos
(sinusai ir kosinusai). Jei tinklas tolygus, tai trigonometrinés funkecijos (sinusai
ir kosinusai) ir ju iSvestinés yra ortogonalios atitinkamai parinktose skaliarinése
sandaugose. Todél tinklines normas galima apibrézti naudojantis Parsevalio lygybe.
Tai leidzia gauti apriorinio ivercio skirtumini analoga tiesinei Sredingerio lygciai
normoje Wi, Eidami siuo keliu galy gale gausime skirtuminio uzdavinio spren-
dinio efektyvius apriorinius jver¢ius normoje Wy. Apibendrinant galima pastebéti,
kad netiesinio skirtuminio uzdavinio iSsprendziamumas, skirtumines schemos kon-
vergavimas ir stabilumas i§ esmeés iSplaukia i§ pakankamai glodaus diferencialinio
uzdavinio sprendinio egzistavimo. Paskutine pastaba galima suformuluoti dar taip:
jei egzistuoja pakankamai glodus netiesinés Sredingerio lygties sprendinys, tai galima
parasyti tokia skirtumine schema, kad Sios schemos sprendinys konverguoja ir galioja
konvergavimo ir stabilumo iverciai atitinkamose normose. Sj posaki dar galima
interpretuoti kaip apibendrinima pagrindinés skaitinés analizés teoremos apie tai,
kad i§ aproksimacijos ir stabilumo seka konvergavimas. Siuo atveju aproksimacijos
salyga keiciama pakankamu sprendinio glodumu, o stabilumo salyga garantuojama
apibendrintais aprioriniais iver¢iais. Sia metodika pailiustruosime placiai taikomai
Kranko-Nikolsono skirtuminei schemai.

KONVERGAVIMAS IR STABILUMAS

Sakykime Q = {zx : 0<z;<1, i = 1,...,n} yra n-matis vienetinis kubas R™, 0f)
— srities krastas, @ = (0,7] x Q. Pagrindinius rezultatus suformuluosime antram
krastiniam uzdaviniui netiesiniu lygciu sistemai
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u(0,z) =u®(z), =€, (4)
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Cia A; — diagonaliné matrica su kompleksiniais koeficientais. Jei matricos A; ko-
eficientai yra menami skaiciai, gausime Sredingerio tipo lygtis, jei kompleksiniai
— Kuramoto-Cuzuki, jei realus — reakcijos-difuzijos lygtis. Pastebésime, kad dél
matricy A; diagonalumo Sio uzdavinio tyrimas i$ esmés nesiskiria nuo uzdavinio su
viena lygtimi. Todél ateityje apsiribosime viena lygtimi.
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¢ia a; — menami skaiciai.

Daugumoje uzdaviniy [1-8] funkcija f(u) yra polinomas. Todél ateityje laikysi-
me, kad funkcija f(u) yra polinomas.

Uzdavini (6) —(8) pakeisime skirtumine Kranko-Nikolsono schema su svoriais
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Tarsime, kad

a) 05 <o<1.
Funkcija ¢g(p,p) yra kintamuju p, p polinomas. Paprastiausiu atveju galima imti
9(p,p) = f(p7)-

Suformuluosime esmini teigini skirtumineés schemos iSsprendziamui.

TEOREMA 1. Sakykime ispildyta salyga a), egzistuoja uzdavinio (6)—(8) spren-
dinys

p € Wy () N CY(Qy), j=[n-1/2].

Tada egzistuoja tokia konstanta 1y > 0, kad kai 7 < 1y galioja jvertis

Ip@llwie,) < clleOllwye,, €



¢ia dydis
¢ = c(llpllciu IP(O)lwi-1q,), T5 . 1)
Suformuluosime teigini apie skirtuminés schemos konvergavima.
TEOREMA 2. Sakykime ispildyta salyga a), r =2(l — s)(1 —a) —1>0, 1 >a>
(n — 1)/n. Tada egzistuoja tokios konstantos 7y, hg > 0, kad kai 7 < 15, h < hy,
egzistuoja vienintelis uzdavinio (9)—(11) sprendinys, konverguojantis | uzdavinio
(6) - (8) sprendinj ir galioja jverciai

[u(®) = p(O)llwsn < ¢ max 12 ()] |ws(en)

B
Jutt) = pOllczion < ¢ (max 1B o, )
tew, ssl-nfz B=r/r+1)

Cia ®(t) — aproksimacijos paklaida.

Istirsime stabiluma. Sakykime wy, us ir p1, po yra uzdaviniu (6)—(8) ir (9)—(11)
sprendiniai su pradinémis salygomis u§°>, ugo).

TEOREMA 3. Sakykime yra iSpildytos Teoremos 1 salygos. Tada egzistuoja to-
kios konstantos 1y, hg >0, kad kai 7 < 19, h < hy galioja ivertis

1 () = P2(D)l| a0 < €llua(0) = u2(0)[[n), € Qr,

cia konstanta c¢ nepriklauso nuo 7, h.
Sie rezultatai galioja Kuramoto-Cuzuki ir reakcijos-difuzijos lygtims. Taikant Sia,
metodika buvo pagrista skaidymo schema [28].
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