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Siuolaikiné informaciniu technologiju revoliucija atveria naujas matematikos tai-
kymu galimybes. Cia mes trumpai pristatysime kompiuterini geometrini dizaina
(projektavima, modeliavima). Placiai vartojamas angliskas pavadinimas — Com-
puter Aided Geometric Design (CAGD). Tai nauja, sparciai besivystanti sritis in-
formatikos ir geometrijos sanduroje. Geometrinis dizainas tiria kreiviu ir pavirsiy
aproksimacijas ir reprezentacijas kompiuterinémis priemonémis. Naujausi rezultatai
igyvendinami greitai tobuléjan¢iuose programu paketuose. Taikymu spektras platus
— nuo automobiliy ir lektuvy projektavimo iki fizines geografijos zemélapiu,

Istorija ir pagrindines koncepcijos

Pries kompiuteriu era projektavimo uzdaviniai buvo sprendziami braizomosios ge-
ometrijos ir gipsiniy (ar mediniu) modeliy pagalba. 50-taisiais metais paplito pro-
gramuojamos staklés, kurios automatiskai vykdo frezavimo instrukcijas pagal ko-
mandas surasytas kompiuterinéeje programoje. Norint pilnai panaudoti naujas ga-
limybes, reikia tureti modelinojamo pavirSiaus aprasyma kompiuterinéje formoje.
Iskilo poreikis rasti kuo paprastesni matematini modelj “laisvos formos” kreivems ir
pavirsiams. Daugeliu atveju klasikinés geometrijos metodai pasirodé nepakankami.
Atsirado naujos kreiviy ir pavirsiuy konstrukcijos specialiai skirtos tam, kad kuo
lengviau jomis galima butuy manipuliuoti.

Geometrinio dizaino pradzia galima laikyti ta momenta, kai nuo tiesiniu (ir
dalimis tiesiniy) konstrukciju buvo pereita prie polinominiy ir splaininiy strukturu.
Bézier kreives pirmasis pradejo vartoti de Casteljau Citroén’o firmoje apie 1959 m.
Deja jo darbai buvo islaptinti, véliau 1962 m. Bézier sukurta projektavimo sistema
UNISURF firmoje Renault buvo placiai aprasyta ivairiose publikacijose. Dél to
sioms kreivems, o taip pat ir panasios konstrukcijos pavirsiams prigijo Bézier vardas.

Bézier kreive — tai polinomiskai parametrizuotos kreivés lankas uzrasytas Bern-
stein’o polinomu B (1) bazéje:
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Kaip matome lauzté jungianti kontrolinius taskus apytiksliai parodo kreives forma,.
Nesunku patikrinti, kad

(1) bo ir b, yra galiniai kreives taskai;
(2) liestinés galiniuose taskuose by ir b, turi atkarpu boby ir b,—1b,, kryptis;
(3) visa kreivé guli kontroliniy tasky by, b, ..., b, iskilame apvalke.

Taskas x(fo) ant Bézier kreives gali buti apskai¢iuotas naudojant de Casteljau
algoritma, kuris susiveda i rekurentini tiesini interpoliavima. Pav. 2 iliustruoja
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kubinés kreives atveii.

Pav. 2

Cia visos atkarpos dalinamos fiksuotu santykiu ¢ : (I — %) pagal formule: by, :=
(1 — t0)b; k-1 + tobit1,k—1, bio := b;. bgs — tai ieskomoji reikimé x(ty). Pasirodo,
kad tarpiniuose skaiciavimuose gauti taskai turi svarbia informacija. Pavyzdziui,
taskal bg, bg1, boz ir boz yra duotosios Bézier kreives lanko, atitinkanc¢io parametra
0 <t < tp, kontroliniai taskai. Tokiu budu, galima paprastai ir greitai rasti bet
kokia kreives dali.

Norint gauti pakankamai sudetingas formas, kurias po to galima buty lokaliai
keisti, polinominiu konstrukeiju neuztenka. Cia buvo rasta iseitis naudojant splainus
— dalimis polinomines pakankamai glodzias funkcijas. Schoenberg’as jau apie 1946
m. atrado patogia splainy erdves baze, taip vadinamus B-splainus. De Boor’as dirb-
damas General Motors kompanijoje 1972 m. pritaiké splainus kreiviu modeliavimui.
Gordon’as ir Riesenfeld’as (1974 m.) parode, kad Bézier kreivés yra tik atskiras
naujos teorijos atvejis.

Normalizuoti B-splainai N/ (u) yra n-to laipsnio polinomai kiekviename inter-
vale (ui,u;41), o “mazgu” taskuose -+ < up < wuy < wp--- — tai (n — 1) karta
tolydziai diferencijuojamos funkcijos. B-splainines kreives formule gausime, jeigu
Bézier kreivés formuléje pakeisime Bernstein’o polinomus normalizuotais B-splainais
NMu): s(u) = >;d; N (u). Kontroliniai taskai d; ¢ia vadinami de Boor’o taskais.
Faktiskai gauname teorija, kuri labai panasi 1 Bézier kreiviy teorija. Yra tik vienas
esminis skirtumas: lokalinés kontrolés savybé. Keiciant viena de Boor’o taska keive
keic¢iasi tik lokaliai (tik lanke nuo s(u;) iki s(tipnt1))-



B-splainy pritaikymas sukeélé tikra revoliucija kreiviy ir pavirsiy modeliavime.
Tai leido matematiskai aprasyti pavirsius, kuriais manipuliuoti senoviskais meto-
dais praktiskai neimanoma. Pavyzdziui, 30-50 tuks. tasky apimties geometriniai
duomenys pasidare iprasti. R.Saraga i General Motors tyrimu grupes tvirtina,
kad “B-splainy vaidmuo geometriniame dizaine analogiskas vidaus degimo varikliy
reksmei automobiliams”.

Svarbu geometrinio dizaino istorija etapa gerai iliustruoja Boeing’o firmos projek-
tavimo sistemu evoliucija. Nuo 1945 m. léktuvy fiuzeliazy modeliavimui buvo naudo-
jamos konikos (2-os eilés kreives). Po to, 60-taisiais metais vadovaujant Ferguson’ui
buvo pradétos isisavinti splaininés technologijos. Deja, sie du metodai pasirodé
sunkial suderinami. I$ visu konikuy tik paraboles turi polinomines parametrizaci-
jas, o jau apskritimas gali buti parametrizuotas tik racionaliomis funkcijomis (t.y.
polinomu santykiais). Atsiradus uzsakovams Coons’as (i MIT) 1967 m. “racionali-
zavo” Bézier kreiviu, o veliau ir B-splainy teorija. Naujieji splainai buvo pavadinti
NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). [Soriskai visa teorija mazai pakito: tik
kontroliniai taskai b; buvo pakeisti taskais su “svoriais” (b;,w;), w; > 0. Pav.3
matome, kaip kei¢iasi 2-o laipsnio Bézier kreive, kei¢iant vidurinio tasko (by,w)
svorl w: kai w = 1 turime parabole. kai w > 1 — hiperbole. kai w < 1 — elipse.

Pav. 3

Visa tai kas pasakyta apie kreives turi savo analogus pavirsiy atveju. Daugeli
iy konstrukeiju galima sutinkti jau de Casteljau darbuose. Pav.4 matome (2,3)
laipsnio tenzorines sandaugos pavirsiu:




Cia taskai {b;;}, i = 0,...,3, j = 0,1,2, sudaro tinkla, kuris pilnai kontroliuo-
ja pavirsiu. Pavirsiaus krastas susideda i Bézier kreiviu: pvz., dvi artimiausios
krastines kreives turi kontrolinius taskus: bgg, bo1, boz 1t boz, b2, b2z, b3y atitinkamai.
Analogiskai konstruojami pavirsiniai B-splainai. Suteikdami de Boor’o taskams
svorius gausime pavirsinius NURBS’us, kuriais galima tiksliai reprezentuoti visus
racionalius pavirsius. Detales galima rasti knygoje [1].

Geometrinio dizaino arsenale NURBS’ai uzima vieng i centiniu vietu. Ju ver-
tingos savybés (lokaliné kontrolé, rekursyvus reikimiy skai¢iavimas ir smulkinimas,
unifikuojanti reiksmeé) gerokai persveria ju prigimtini sudétinguma. Nors dabar-
tiniu metu NURBS’ai de facto isigaléjo daugelyje programiniy sistemu (AutoCAD,
PHIGS++, grafikos standarte OpenGL ir t. t.), teorinis NURBSu tyrinéjimas faktis-
kai dar tik prasidéjo. Randami vis nauji rysiai su klasikine geometrija. Tai veda prie
gilesnés geometrinio dizaino matematizacijos ir atveria plac¢ias matematiniuy metodu
taikymo perspektyvas.

Autoriaus darbo kryptis

Modeliuotojai praktikai daznai susiduria su geometriniy duomenu konvertavimo
problema | NURBS’y formata. Yra zinoma daug projektavimo sistemu dirbanc¢iuy
su tradiciniais pavirsiais: cilindru, kugiu, sfera, toru. Cia kyla naturalus klausi-
mas: “Kaip parametrizuoti duota tokio pavirsiaus skiaute, kuri apribota duotomis
racionaliomis n-to laipsnio kreivemis, kad gautume maziausio laipsnio Bézier pavir-
sig?”

Atveju, kai n = 2, 2-0s eilés pavirsiams $i problema buvo isspresta 1993 m. darbe
[2]. Universalios parametrizacijos konstrukeija, aprasyta autoriaus darbuose [3,4],
leido $j uzdavinj iSspresti bet kokiems laipsniams n, o toro atveju, kai n < 4.

Veéliau tapo aisku, kad universalias parametrizacijas turi visa klasé pavirsiu,
vadinamuy toriniais. (Torinés daugdaros algebrinéje geometrijoje buvo “atrastos”
apie 1970 m.) Daugelis pavirsiy naudojamy modeliavime (visi 2-os eilés pavirsiai,
kugiai virs racionaliy kreiviu, torai, Dupin’o ciklidés...) pasirodé esa toriniai, o
pagrindiniai Bézier pavirsiy tipal atitinka nuo seno zinomus Segre ir Veronese’s
pavirsius (kurie yra toriniai). Tai leidzia apibendrinti auks¢iau minétus rezultatus.
Be to, naudojant netradicines torines strukturas yra gautos naujus modeliavimo
schemos:

— 4 kontroliniy taskuy tinklas elipsoidams, 2-sakiams hiperboloidams ir elipsiniams
paraboloidams [5];

— 5 kontroliniy tasky tinklas keturkampei toro ar Dupin’o ciklidés skiautei (buvo
naudojama (2,2) tenzorinés sandaugos konstrukeija su 9 kontroliniais tagkais).
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