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Straipsnyje apraSomos kelios modaliniy logiky semantinés teorijos ypatybés'. Tokia
teorija, skirta tam tikram kvantoriniam S5 plétiniui, jau buvo pristatyta (Kripke 1959a)
ir apibendrinta (Kripke 1959b). Siame straipsnyje susitelkiama j vieng $ios teorijos
aspekta — kvantoriy jvedimg — ir didzia dalimi apsiribojama vienu metodu Siam tikslui
pasiekti. Straipsnyje daugiausia démesio skiriama grynai semantiniams klausimams,
tad Cia nebus naudojamos semantinés lentelés (semantic tableaux), kurios yra biitinos
iSsamiam teorijos iSdéstymui (apie lenteles zr. Kripke 1959a ir 1963). Irodymai taip pat
dazniausiai bus praleidziami.

Nagrinésime keturias modalines sistemas. Formulés 4, B, C, ... sudaromos i§ atominiy
formuliy P, O, R, ... naudojant jungtis A, ~ ir O. Sistemoje M yra Sios aksiomy schemos
ir taisyklés:

A0. funkcinés teisingumo atzvilgiu tautologijos
Al.OADA

A2.0(A4>DB).>.04>0B
R1.4,ADB/B

R2.4/04

Jei pridedame aksiomy schema
04 —»004,

tai gauname S4. Braueriskq sistema gauname prie M pridéje:
A —0O0A.

S5, jei pridedame:
0A—D00A.

Modalinés sistemos, kuriy teoremos yra uzdaros pagal taisykles R1 ir R2 (closed under
the rules RI and R2) ir kurios jtraukia visas M teoremas, yra vadinamos ,,normaliomis®.
Nors anks¢iau iSplétojome teorija, kurioje galima analizuoti tokias nenormalias sistemas
kaip Lewiso S2 ir S3, Siame straipsnyje apsiribosime vien normaliomis sistemomis.

Norédami pateikti semantikg modalinei logikai, jvedame (normalios) modeliy struk-
titros savoka. Modeliy struktiira (m. s.) yra sutvarkytas trejetas (G, K, R), kuriame K yra
aibé, R —tai aibés K refleksyvus sarysis ir G € K. Intuityviai j reikalg zvelgiame taip: K
yra visy ,,galimy pasauliy® aibé, G yra ,.tikrasis pasaulis“. Jei H, ir H, yra du pasauliai,
tai H, R H, intuityviai reiSkia, kad H, yra ,,galimas atzvilgiu® (possible relative to) H,,
t. y. kad kiekvienas teiginys, kuris yra teisingas pasaulyje H,, yra galimas pasaulyje H,.
Tokiu biidu aisku, kad sarySis R isties turéty biiti refleksyvus: kiekvienas pasaulis H yra
galimas savo paties atzvilgiu, kadangi kiekvienas teiginys, kuris yra teisingas pasauly-
je H, a fortiori, yra galimas pasaulyje H. Tad refleksyvumo reikalavimas yra intuityviai

I Cia sitiloma teorija turi saly¢io tasky su kity autoriy darbais: pastaryjy sarasus zr. Kripke (1963) ir Hintikkos
straipsnyje (1961). Miisy teorijai artimiausi yra, ko gero, Hintikka ir Kangeris. Siame straipsnyje pristatoma kvan-
toriy interpretacija, kiek zinau, yra unikali, nors ja i§ dalies jkvépé itin skirtingi Prioro ir Hintikkos metodai.
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natiiralus. Galime kelti ir papildomy reikalavimy, kurie atitinka jvairias modalinés logikos
»redukcijos aksiomas®: jei R tranzityvus, tai (G, K, R) vadinsime S4-m. s.; jei R simet-
riSkas, tai (G, K, R) yra braueriska m. s.; o jei R yra ekvivalentumo sarysis, tai (G, K,
R) vadinsime S5-m. s. Modelio struktiira, kuriai nekeliame jokiy reikalavimy, taip pat
vadinama M-modelio strukttra.

ISsamiam vaizdui reikalingas modelio apibrézimas. Kai duota modeliy struktiira
(G, K, R), tai modelis kiekvienai atominei formulei (propoziciniam kintamajam) P pri-
skiria teisingumo reikSme T arba F kiekviename pasaulyje H € K. Formaliai modeliy
struktiiros (G, K, R) modelis ¢ — tai dvivieté funkcija ¢(P, H), kurios reikSmiy sritis yra
aibé {T, F}, kur P reikSmiy sritis yra atominés formulés, o H reikSmiy sritis — aibés K
elementai. Kai duotas modelis, galime induktyviai apibrézti, kaip teisingumo reikSmeés
priskiriamos neatominéms formuléms. Tarkime, kad ¢(4, H) ir (B, H) jau yra apibréztos
visiems H € K. Tada, jei p(4, H) = ¢(B, H) =T, apibré¢ziame ¢(4 A B, H) = T; prieSin-
gu atveju (4 A B, H) = F. Apibréziame, kad ¢p(~A4, H) yra F, jei ir tik jei (4, H) = T;
priesingu atveju ¢(~4, H) = T. Galiausiai, apibréziame, jog ¢(0A4, H) = T, jei ir tik
jei (4, H') = T kiekviename H' € K, kuris H R H'; priesingu atveju ¢(0A4, H) = F.
Intuityviai tai reiSkia, kad 4 yra butina pasaulyje H, jei ir tik jei 4 yra teisinga visuose
pasauliuose H', kurie yra galimi H atzvilgiu.

Pilnumo teorema. = A [sistemoje] M (S4, S5, braueriskoje sistemoje), jei ir tik jei
(4, G) =T kiekviename M-(S4-, S5-, braueriskos) modelio struktiiros (G, K, R) mo-
delyje ¢.

(Irodyma zr. Kripke 1963).

Si pilnumo teorema sintaksine jrodomumo (provability) modalinéje sistemoje sagvoka
sulygina (equates) su semantine fapataus teisingumo (validity) savoka.

Likusi straipsnio dalis, i§skyrus keleta baigiamyjy pastaby, skirta kvantoriy jvedimui.
Siam tikslui turime su kiekvienu pasauliu susieti tam tikrg individy sritj — tokiy individy,
kurie tame pasaulyje egzistuoja. Formaliai kvantoring modelio struktiirg (k. m. s.) api-
bréziame kaip modelio struktiira (G, K, R) kartu su funkcija y, kuri kiekvienam H € K
priskiria aib¢ w(H), vadinama H sritimi. Intuityviai w(H) yra visy pasaulyje H egzistuo-
janciy individy aibé. Tarp kitko, verta pastebéti, jog skirtingiems argumentams H aibé
w(H) neturi biiti ta pati, lygiai taip, kaip intuityviai kituose nei tikrasis pasaulinose gali
nebuti kai kuriy faktiskai egzistuojanciy individy ir gali atsirasti naujy individy, tokiy
kaip Pegasas.

Tada prie modalinés logikos simboliy galime pridéti begalinj sarasa individiniy kin-
tamyjy x, y, z, ... bei kiekvienam teigiamam sveikajam skai¢iui n sarasg n-vieciy predi-
katiniy raidziy P", Q", ..., kuriy indeksas (superscript) kartais suprantamas i$ konteksto.
Propozicinius kintamuosius (atomines formules) laikysime ,,0-vietémis* predikatinémis
raidémis. Tada taisyklingai sudarytas formules konstruojame jprastu biidu ir galime ruostis
apibrézti kvantorinj modelj.

Tam, kad apibréztume kvantorinj modelj, turime praplésti ankstesn¢ sagvoksa, pagal
kuria teisingumo reik§me priskiriama kiekvienai atominei formulei kiekviename pasau-
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lyje. AnalogiSkai tam, turime tarti, kad kiekviename pasaulyje duotoji n-vieté predikatiné
raidé apibrézia tam tikrg aibe sutvarkyty n-vieciy aibiy, t. y. jos ekstensijq tame pasaulyje.
Aptarkime, pavyzdziui, vienvietés predikatinés raidés P(x) atvejj. Norétume sakyti, kad
pasaulyje H predikatas P(x) yra teisingas kai kuriems individams i$ w(H) ir klaidingas
kitiems. Formaliai sakytume, kad tam tikry w(H) elementy priskyrimo (assignments) kin-
tamajam x atzvilgiu p(P(x), H) =T, o kity priskyrimy atzvilgiu p(P(x), H) = F. Aibé¢ visy
individy, kuriems P yra teisinga, vadinama P ekstensija pasaulyje H. Bet ¢ia kyla problema:
ar deréty priskirti teisingumo reik§me ¢(P(x), H), kai kintamajam x priskiriama reikSmé
1§ kokio nors kito pasaulio H' srities, bet ne i§ H srities? Intuityviai tarkime, kad P(x)
reiskia ,,x yra nuplikes® — ar priskirtume teisingumo reik§me P(x) substituciniam atvejui
,.Serlokas Holmsas yra nuplikes“? Holmsas neegzistuoja, bet susiklos¢ius kitoms dalyky
padétims jis biity egzistaves. Ar turime priskirti apibréztg teisingumo reikSme teiginiui,
kad jis yra nuplikes, ar ne? Frege (1892) ir Strawsonas (1950) Siam sakiniui (statement)
nepriskirty jokios teisingumo reikSmés, o Russellas (1905) priskirty?. Atsizvelgdami j
modalinés logikos tikslus, laikome, kad skirtingi atsakymai j §j klausimg reprezentuoja
alternatyvias konvencijas. Visos jos yra imanomos. Vieninteliuose darbuose, kiek teko
matyti, kuriuose svarstoma §i problema — Hintikkos (1961) ir Prioro (1957) — priimama
Fregés—Strawsono pozicija. Si pozicija veréia keisti jprasta modaling logika. Taip yra
dél to, kad modalinés teiginiy logikos semantika, kurig pateikéme anksciau, numato,
kad kiekviena formulé kiekviename pasaulyje jgyja teisingumo reik§me. O $tai Fre-
gés—Strawsono pozicija reikalauja nepriskirti jokios teisingumo reik§meés formulei 4(x)
su laisvu kintamuoju x pasaulyje H, jei kintamajam x priskirtas individas, kurio néra to
pasaulio srityje. Tad nebegalime tikétis, kad pradiniai (original) modalinés teiginiy lo-
gikos désniai galios teiginiams su laisvais kintamaisiais, ir privalome rinktis: arba keisti
modaline teiginiy logika, arba apriboti substitucijos taisykle. Prioras renkasi pirmaji
kelig, o Hintikka — antrajj. Fregés—Strawsono pasirinkimas reikalauja ir kity sprendimy:
ar deréty teigti, kad 04 (pasaulyje H) reiskia tai, jog A yra teisinga visuose galimuose
(H atzvilgiu) pasauliuose, ar tik tai, kad 4 néra klaidinga né viename i§ $iy pasauliy?
Pastaroji alternatyva reikalauja tik tiek, kad kiekviename pasaulyje 4 biity arba teisinga,
arba neturéty teisingumo reikSmés. Prioras savo sistemoje Q pripazjsta abu biitinumo
tipus: vieng kaip ,,L*, o kit kaip ,,NMN*. Panasus klausimas kyla dél konjunkcijos: jei
A yra klaidinga, o B neturi teisingumo reikSmés, tai ar turétume manyti, kad 4 A B yra
klaidinga, ar kad ji teisingumo reik§més neturi?

I$samiame semantinés teorijos iSdéstyme aptartume visus $iuos galimus Fregés—Straw-
sono pozicijos variantus. Cia renkamés kitg kelig ir darome prielaida, kad sakinys su
laisvais kintamaisiais turi teisingumo reikSme kiekviename pasaulyje kiekvieno [reikSmiy]
priskyrimo jo laisviems kintamiesiems atzvilgiu®. Formaliai tai apibréZiame taip: tegu

2 Tagiau Russellas daryty i$vada, kad ,,Serlokas Holmsas® i§ tikryjy néra vardas, o Frege tokius tui&ius vardus
dirbtinai eliminuoty.

3 Gali atrodyti savaime suprantama, kad pasaulyje H atominiai predikatai turéty buti klaidingi visy Siame
pasaulyje neegzistuojanciy individy atzvilgiu — t. y. kad predikato raidés ekstensija turéty sudaryti faktiskai egzis-
tuojantys individai. Tg galima pasiekti semantiskai reikalaujant, kad ¢(P?, H) buty [y(H)]" poaibis; visais kitais
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U =HLEJK w(H). U" —tai n-toji dekartiska aibés U sandauga su ja pacia. Kvantorinj modelj
kvantorinéje modeliy struktiroje (G, K, R) apibréziame kaip dviviete funkcija o(P",
H), kur kintamojo P" reikSmiy sritis yra n-vietés predikatinés raidés laisvai parinktam n,
o kintamojo H reikSmiy sritis yra aibés K elementai. Jei n = 0, tai p(P", H) =T arba F,
ojein>1, tai p(P", H) yra aibés U” poaibis. Dabar induktyviai apibréziame teisingumo
reikSme p(4, H) kiekvienai formulei 4 ir H € K duotojo U elementy priskyrimo laisviems
kintamiesiems formuléje A atzvilgiu. Propoziciniy kintamyjy atvejis yra akivaizdus.
Atominei formulei P"(x,, ..., x,), kur P" yra n-vieté predikatiné raidé ir n > 1, jei duotas
a, ..., a, elementy i§ U priskyrimas kintamiesiems x, ..., x,, apibréZiame o(P"(x,, ...,
x,), H) = T, jei sutvarkytoji aibé (a,, ..., a,) yra aibés ¢(P", H) narys; prieSingu atveju,
duotojo priskyrimo atzvilgiu, p(P"(x,, ..., x,), H) = F. Jei Sios reikSmés yra priskirtos
atominéms formuléms, sudétinéms formuléms priskirtinas reikSmes galima nustatyti
pagal indukcija. Jau buvo pateikti indukcijos Zingsniai propozicinéms jungtims A, ~, O.
Tarkime, kad turime formule A(x, y,, ..., ,), kur x ir y, yra vieninteliai laisvi kintamieji,
ir kad teisingumo reik§mé @(A(x, y;, ..., ¥,), H) jau yra apibrézta kiekvienam [reikSmiy]
priskyrimui laisviems kintamiesiems formuléje A(x, y, ..., ,). Tada apibréZiame p((x)4(x,
Vs - ¥y, H) =T, atzvilgiu [reikSmiy] b, ..., b, priskyrimo kintamiesiems y, ..., y, (kai
b, yra U nariai), jei p(A(x, y;, ..., ¥,), H) = T kiekvieno [reikSmiy] a, b,, ..., b, priskyrimo,
atitinkamai, kintamiesiems x, y,, ..., y, atzvilgiu, kur a € y(H); prieSingu atveju, duotojo
priskyrimo atzvilgiu, p((x)4(x, y,, ..., ,), H) = F. Atkreipkime démes;: reikalavimas, kad
a € y(H), reiskia, jog pasaulyje H j kvantoriy veikimo sritj patenka tik tie objektai, kurie
faktiskai egzistuoja H.

Sia semantika iliustruosime pateikdami kontrapavyzdzius dviem gerai pazjstamiems
pretendentams j modalinés kvantifikavimo teorijos désnius —,,Barcan formulei* (x)BA4(x) D
O(x)A(x) ir jos konversijai O(x)A(x) D (x)DA(x). Kiekvienai jy aptarsime modelio struktiirg
(G,K,R), kur K= {G, H}, G#H, o R —tiesiog dekartiska sandauga K2. Akivaizdu, kad
sarysis R yra refleksyvus, tranzityvus ir simetriskas, tad miisy aptarimas galioja net ir S5.

Barcan formulei praplec¢iame (G, K, R) iki kvantorinés modeliy struktiiros, apibréz-
dami y(G) = {a}, w(H) = {a, b}, kur a ir b néra tapatiis. Paskui vienvietei predikatinei
raidei P apibréziame modelj ¢, kuriame ¢(P, G) = {a}, ¢(P, H) = {a}. Tada akivaizdu,
kad OP(x) yra teisinga pasaulyje G, jei kintamajam x priskirta [reikSmé] a, o kadangi a yra
vienintelis objektas pasaulio G srityje, tai teisinga ir (x)3P(x). Taciau pasaulyje H formulé
(x)P(x) yra aiskiai klaidinga (nes ¢(P(x), H) = F, jei kintamajam x priskirta [reikSm¢] b),
ir dél to formulé O(x)P(x) yra klaidinga pasaulyje G. Taigi, turime kontrapavyzdj Barcan
formulei. Atkreipkite démes; j tai, kad Sis kontrapavyzdys visiskai nepriklauso nuo to, ar
pasaulyje G formulei P(x) yra priskiriama kokia nors teisingumo reik§mé ar ne, jei kinta-
majam x priskirta [reik§me] b, tad Sis kontrapavyzdys taip pat veikia Hintikkos ir Prioro

pozitiriais semantika, kurig pateiksime, nereikalauty papildomy poky¢iy. Prie aksiomy sistemos, kuria pateiksime,
turétume pridéti visus formuliy, kuriy forma P(x,, ..., x,) A (0)A(Y) . D . A(x;) (1 < i < n), uzdarymus (closures).
Pasirinkome taip nedaryti, nes tokiu atveju nebegalioty substitucijos taisyklé: atominéms formuléms galioty teore-
mos, kurios negalioty atomines formules pakeitus laisvai parinktomis formulémis. (Tai atsako j Putnamo ir Kalmaro
iSkelta klausima.)
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sistemose. Tokie kontrapavyzdziai pasidaryty nepriimtini ir Barcan formulés statusas biity
atkurtas, tik jei reikalautume, kad modeliy struktiira atitikty salyga, kad w(H') € w(H),
visada, kai H R H' (H, H' € K).

Barcan formulés konversijai nustatykime w(G) = {a, b}, w(H) = {a}, kur vélgi a # b.
Apibrézkime (P, G) = {a, b}, (P, H) = {a}, kur P yra duotoji vienvieté predikatine
raidé. Tada aiSku, kad formulé (x)P(x) yra teisinga ir pasaulyje G, ir pasaulyje H, todél
»(O(x)P(x), G) = T. Bet kai kintamajam x priskiriama [reikSmé] b, tai p(P(x), H) =F, ir
todél, kai kintamajam x priskiriama reik§Smé b, p(OP(x), G) = F. Taigi, ¢((x)OP(x), G) =
F, ir mes gavome pageidaujama kontrapavyzdj Barcan schemos konversijai. Taciau §is
kontrapavyzdys remiasi prielaida, kad, kai kintamajam x priskirta [reikSmé] b, formulé
P(x) pasaulyje H i$ tikryjy yra klaidinga. Jei biity nuspresta, kad to paties priskyrimo
atzvilgiu formulé P(x) pasaulyje H teisingumo reikSmés neturi, $io kontrapavyzdzio ne-
belikty. Siuo atveju kontrapavyzdys galios, jei reikalausime, kad biitinas teiginys visuose
galimuose pasauliuose biity teisingas (Prioro ,,L*), bet negalios, jei reikalausime tik to,
kad jis niekuomet nebiity klaidingas (Prioro ,,NMN*). Pagal dabarting miisy konvencija,
tokius kontrapavyzdzius pasalinti galime tik reikalaudami kiekvienai k. m. s., kad w(H) €
w(H'"), visada, kai H R H".

Sie kontrapavyzdziai sukelia savita kebluma: pateikéme kontramodelius Barcan sche-
mai ir jos konversijai kvantorinéje S5 sistemoje. Taciau panasu, kad dar Prioras (1956)
parod¢, kad Barcan formulé yra iSvedama kvantorinéje S5, o jos konversija atrodo iSve-
dama net kvantorinéje M pagal tokj samprotavima:

(A) (x)A(x) 2 A(y) (pagal kvantifikavimo teorija);

(B) B((x)A(x) 2 A(y)) (pagal butinumo jvedima (necessitation));
(©) B((x)4(x) 2 A(y)) > O(x)4(x) > DA(y) (aksioma A2);

(D) Bx)A(x) > DA(y) (is (B) ir (C));

(E) 0)(B(x)4(x) > BA(y)) (apibendrinant (D));

(F) O(x)A(x) D (y)BA(y) (pagal kvantifikavimo teorijg ir (E)).

Atrodo, jog iSvada iSvedéme naudodami tik principus, kurie turéty buti tapaciai tei-
singi miisy modeliy teorijoje. I8 tikryjy klaida susijusi su batinumo jvedimo pritaikymu
formulei (A). Tokiose formulése kaip (A) laisviems kintamiesiems suteikiame bendrumo
interpretacija*: kai (A) pateikiama kaip teorema, — tai suprantama kaip jos paprasto uni-
versalaus uzdarymo (universal closure) trumpinys

(A) () (0)4(x) 2 4()

Jei dabar taikytume biitinumo jvedimo taisykle formulei (A’), gautume

4 Neteigiame, kad teoremy su laisvais kintamaisiais apibendrinimo interpretacija yra vienintel¢ galima. Galima
teigti, kad formulé 4 yra jrodoma, jei ir tik jei kiekviename modelyje ¢, p(4, G) = T kiekvieno kintamuyjy, laisvy for-
muléje 4, priskyrimo atzvilgiu. Taciau tada (x)4(x) D A(y) nebus teorema; iSties net misy pateiktame kontramodelyje
Barcan schemai, kai y priskiriame b, ¢((x)P(x) D P(y), G) = F. Taigi, kvantoriy teorija turéty bati pertvarkyta panasiai
kaip (Hintikka 1959) ar (Leblanc, Hailperin 1959). Sis kelias turi tam tikry privalumy, bet mes juo neisime, nes norime
parodyti, kad problema gali biti i§spresta nekeiciant nei kvantoriy teorijos, nei modalinés teiginiy logikos.
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(B) D(()A(x) 2 A()).
Kita vertus, pacig formule (B) dabar interpretuojame kaip

(B") )B(()4(x) 2 A)).

Tam, kad iSvestume (B") i§ (B’), mums reikéty désnio, kurio forma buty O(y)C(y) 2
(»)BC(y), o toks désnis bitent ir yra Barcan formulés konversija, kurig bandome jrodyti.
I8 tikryjy, galima nesunkiai jsitikinti, kad (B'") negalioja kontramodelyje, anks¢iau pa-
teiktame Barcan schemos konversijai, A(x) pakeitus j P(x).

Tokio keblumo galime iSvengti, jei, sekdami Quine’u (1940), savo kvantifikavimo
teorija formuluosime taip, kad tvirtinti bus leidziama tik uzdaras formules. Formuliy,
turin€iy laisvy kintamuyjy, tvirtinimas geriausiu atveju aiSkinamas patogumo sumetimais —
tvirtinimas formulés A(x), kurioje x yra laisvas, visada gali biiti pakeistas tvirtinimu
formulés (x)A(x).

Jei A yra formulé su laisvais kintamaisiais, tai formulés 4 uzdarymgq (closure) apibré-
Sime kaip bet kokia formulg be laisvy kintamyjy, kuri gaunama prie formulés A4 prisliejant
bendrumo kvantorius ir biitinumo simbolius bet kokia jy eiliSkumo tvarka. Tada kvantorinés
sistemos M aksiomas apibréziame kaip §iy schemy uzdarymus:

(0) funkcinés teisingumo atzvilgiu tautologijos
(hodo 4

2)b(4>B).o.04D08B

(3) 4 o (x)4, kai kintamasis x néra laisvas formuléje 4
D) (A>B).2.(x)4> (0B

(5) ) (()A(x) 2 A())

ISvedimo taisykle yra materialiosios implikacijos atskyrimo taisyklé. Biitinumo jve-
dimo taisykle galima gauti kaip i§vesting.

Norint gauti kvantorinius S4, S5 ar braueriskos sistemos plétinius reikia prie pateikty
aksiomy schemy tiesiog pridéti visus atitinkamos redukcijos aksiomos uzdarymus.

Gautos sistemos pasizymi Siomis savybémis: jos yra tiesioginiai modaliniy teiginiy
logiky plétiniai, be modifikacijy, kuriy reikalauja Prioro sistema Q; jose substitucijos tai-
syklé galioja be apribojimy, skirtingai nei Hintikkos iSdéstyme; nepaisant to, nei Barcan
formulé, nei jos konversija néra iSvedama. Be to, visi kvantifikavimo teorijos désniai —
modifikuoti, kad biity suderinami su tuséia sritimi — galioja. Anksciau pateikta modalinés
teiginiy logikos semantinio pilnumo teorema gali biti praplésta ir naujoms sistemoms.

Panoré¢je galime esamoje sistemoje jvesti egzistavimg kaip predikatg. Semantiniu
poziiiriu egzistavimas yra vienvietis predikatas E(x), kuris kiekviename m. s. (G, K,
R) modelyje ¢, kiekviename pasaulyje H € K tenkina tapatybe ¢(£, H) = w(H). Aksio-
matiniu pozitriu jj galime jvesti postuluodami formuliy, kuriy forma (x)4(x) A E(y). D
. A() ir (x)E(x), uzdarymus. Predikatg P, kuris buvo naudojamas anksciau pateiktame
kontramodelyje Barcan formulés konversijai, galime atpazinti tiesiog kaip egzistavima.
Sis faktas parodo, kuo egzistavimas skiriasi nuo tautologinio predikato 4(x) v ~ 4(x), net
jei O(x)E(x) yra jrodoma. Nors formulé (x)O(A(x) v ~4(x)) yra tapaciai teisinga, formulé
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(x)OE(x) tokia néra: nors biitina, kad kiekvienas objektas egzistuoja, i§ to neplaukia, kad
kiekvienas objektas pasizymi savybe bitinai egzistuoti.

Tapatybe galime semantiskai jvesti j modeliy teorija apibrézdami, kad x =y yra teisinga
pasaulyje H, kai x ir y yra priskirta ta pati reikSme, ir klaidinga priesingu atveju. Tada
egzistavimas gali biiti apibréztas per tapatybe, nustatant, kad E(x) reiskia (3y) (x = y).
Platesné tapatybés teorija dél ¢ia nedéstomy priezasciy gali biiti sukurta priimant sudé-
tingesn¢ kvantorinés modeliy struktiiros sampratg.

Uzbaigsime keletu glausty ir neisbaigty pastaby apie modalinés logikos ,,jrodomumo*
interpretacijas, kurias pateiksime tik teiginiy skai¢iavimui. Jei skaitytojas nuspresty praleis-
ti 8ig dalj, jis jau susipazino su pagrindiniu $io straipsnio turiniu. [rodomumo interpretacijos
remiasi pageidavimu formalig sistema, tarkime, Peano aritmetika, papildyti biitinumo
operatoriumi taip, kad bet kokiai tos sistemos formulei 4, 04 biity interpretuojama kaip
teisinga, jei ir tik jei 4 yra jrodoma toje sistemoje. Nors buvo argumentuojama, kad tokios
modalinio operatoriaus ,,jrodomumo* interpretacijos galima atsisakyti vietoje to jvedant
jrodomumo predikatg, Sliejamg prie formulés 4 Godelio numerio, vis délto profesoriaus
Montague straipsnis Siame tome leidZia bent i§ dalies suabejoti tokiu poziiiriu.

Aptarkime formalig Peano aritmetikos sistema PA remdamiesi Kleene’io (1952) forma-
lizacija. Prie formuliy sudarymo taisykliy (formation rules) pridedame operatorius A, ~ ir
O (¢ia pridedami konjunkcija ir neigimas turi skirtis nuo ty, kurie buvo pradinéje sistemo-
je), kurie taikomi tik uzdaroms formuléms. Modeliy teorijoje, kurig pateikéme anksciau,
atominémis formulémis laikéme teiginiy kintamuosius ir predikatines raides kartu su
apskliaustais individiniais kintamaisiais. Cia jomis laikysime tiesiog uzdaras taisyklingai
sudarytas PA formules (t. y. ne vien tik atomines PA formules). Apibréziame modelio
struktiira (G, K, R), kur K- aibé visy netapaciy (t. y. neizomorfisky) skai¢ij PA modeliy,
G - standartinis modelis, iSreikStas nattiraliaisiais skaiciais, o R — dekartiska sandauga
K2. Apibréziame modelj ¢ reikalaudami, kad bet kokiai atominei formulei P ir H € K,
o(P, H) =T (F), jei ir tik jei P yra teisinga (klaidinga) modelyje H. (Atminkime, kad P
yra taisyklingai sudaryta PA formulé, o H yra skaitus PA modelis.) Sudétiniy formuliy
vertinima konstruojame kaip ankséiau’. Sakyti, kad 4 yra teisinga, reiskia sakyti, kad 4
yra teisinga tikrajame pasaulyje G; o bet kokiai atominei formulei P, (2P, G) =T, jei
ir tik jei P yra jrodoma PA sistemoje. (Pastebétina, kad ¢(P, G) = T, jei ir tik jei P yra
teisinga intuityvia prasme.) Kadangi (G, K, R) yra S5-m. s., Sioje interpretacijoje visi S5
désniai yra tapaciai teisingi, ir galétume parodyti, kad tapaciai teisingi yra tik S5 désniai.
(Pavyzdziui, jei P yra Godelio neiSsprendziama formulg, tai p(OP v O~P, G) =F, o tai
yra kontrapavyzdys ,,désniui* 04 v O~A4.)

5 Galima paprieStarauti teigiant, kad PA jau turi simbolius konjunkcijai ir neigimui, tarkim, ,,&* ir ,,—; tai
kam mes prijungiame naujus simbolius ,,A“ ir ,,~“? Atsakymas toks: jei P ir Q yra atominés formulés, tai P & Q irgi
atominé ta prasme, kurig nusakéme, — ji yra taisyklinga PA formulé; o P A Q tokia néra. Norint pritaikyti anks¢iau
iSdéstyta teorija, kurioje atominiy formuliy konjunkcija néra atominé, mums reikia ,,A“. Nepaisant to, bet kokiam
H € K ir bet kokioms atominéms P ir Q galioja tai, kad p(P & O, H) = ¢(P A O, H), tad praktikoje sumaise¢ ,,&"
su ,,A“ zalos nepatirsime. Panasios pastabos galioja ir neigimui, ir S4 jrodomumo interpretacijai, kurig pateiksime
tolesnéje pastraipoje.
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Dar viena jrodomumo interpretacija yra tokia: atominémis formulémis vél laikysime
uzdaras taisyklingai sudarytas PA formules, o naujas formules konstruosime pasitelkdami
jungtis A, ~ ir O. Tarkime, kad K bus aib¢é visy sutvarkyty pory (E, ), kur E — tai nepries-
taringas PA plétinys, o o — tai (skaitus) sistemos E modelis. Tarkime, kad G = (PA, a), kur
a, yra standartinis PA modelis. Sakome, kad (E, ) R (E', &), kur (E, a) ir (E’, a') yra
aib¢je K, jei ir tik jei E’ yra E plétinys. Atominei P apibréziame ¢(P, (E, a)) =T (F), jei
ir tik jei P yra teisinga (klaidinga) modelyje a. Galime parodyti, kad atominei P ¢(CP,
(E, )) =T, jei ir tik jei P yra jrodoma sistemoje E; o konkreciu atveju ¢(OP, G) =T,
jei ir tik jei P yra jrodoma sistemoje PA. Kadangi (G, K, R) yra S4-m. s., lieka galioti
visi S4 désniai. Taciau galioja ne visi S5 désniai: jei P yra Godelio nei§sprendziama
formulé, tai p(~0OP D O~OP, G) = F. Bet taip pat esama tapaciai teisingy désniy, kurie
néra jrodomi sistemoje S4. Pavyzdziui, bet kokiai 4 galime jrodyti, kad ¢(O~0(0A4 A
0~4, G) =T, o0 i§ jo gauti McKinsey’io S4.1 (plg. McKinsey 1945) sistemos teoremas.
Sj sunkuma galima biity pasalinti tam tinkamais pakeitimais, bet &ia j tai nesileisime.

Biity galima suformuluoti panaSias M ir braueriskos sistemos interpretacijas. Bet,
§io straipsnio autoriaus nuomone, jos yra maziau jdomios nei tos, kurias jau pateikéme
anksciau. Paminésime dar vieng klase¢ jrodomumo interpretacijy — ,,refleksyvius* PA plé-
tinius. Tegu E bus formali sistema, apimanti PA, kurios taisyklingai sudarytos formulés
sudaromos i§ uzdary PA formuliy naudojant jungtis &, —ir O (sakau ,,&* ir ,,~“ norédamas
pabrézti, kad naudoju ta pacig konjunkcija ir ta pati neigima, koks yra pacioje PA, o ne
jvedinéju naujus. Zr. i¥n. 5, p. 152). Tada E vadinama refleksyviu PA plétiniu, jei ir tik jei:
(1) E yraneesminis PA plétinys; (2) OA4 yra jrodoma sistemoje E, jei ir tik jei jrodoma A4;
(3) egzistuoja jvertinimas (valuation) o, uzdaroms E formuléms priskiriantis reik§mes 1§
aibes {T, F}, taip, kad konjunkcija ir neigimas veikia pagal jprastas teisingumo lenteles,
visos teisingos uzdaros PA formulés jgyja reikSme¢ T, a(0A4) =T, jei ir tik jei 4 yra jrodo-
ma E, o visos E teoremos jgyja reik§me¢ T. Jmanoma parodyti, kad esama refleksyviy PA
plétiniy, apimanciy S4 ir net S4.1 aksiomas, ta¢iau néra tokiy, kurie apimty S5 aksiomas.

Galiausiai, pazymime, kad, naudojant jprasta intuicionistinés logikos atvaizdavima
(mapping) S4 sistemoje, galima gauti modeliy teorijg intuicionistiniam predikaty skaicia-
vimui. Cia §ios modeliy teorijos nepateiksime, bet vietoje to paminésime vien tik propozi-
ciniam skai¢iavimui tam tikrg naudingg intuicionistinés logikos interpretacija, kylancig is
modeliy teorijos. Tarkime, kad E yra bet koks nepriestaringas PA plétinys. Sakome, kad
PA formulé P yra verifikuota sistemoje E, jei ir tik jei P yra jrodoma sistemoje E. Uzda-
ras taisyklingai sudarytas PA formules P laikome atominémis ir i§ jy sudarome formules
naudodami intuicionistines jungtis A, V, — ir D. Tada induktyviai apibréziame: A A B yra
verifikuota sistemoje E, jei ir tik jei verifikuotos 4 ir B; A V B yra verifikuota sistemoje
E, jei ir tik jei verifikuota 4 arba B; —4 yra verifikuota sistemoje E, jei ir tik jei néra ne-
priestaringo E plétinio, kuris verifikuoty 4; A D B yra verifikuota sistemoje E, jei ir tik
jei kiekvienas nepriestaringas E plétinys E’, kuris verifikuoja 4, taip pat verifikuoja ir B.

Tada kiekvienas intuicionistinés logikos désnio atvejis yra verifikuotas sistemoje PA.
Bet, pavyzdziui, 4 v —4 néra verifikuota, kai 4 yra Gddelio neiSsprendziama formulé.
Tolesniuose darbuose labiau iSplésime Sig interpretacija ir parodysime, kad jg pasitelk-

153



ISSN 1392-1126 eISSN 2424-6158 PROBLEMOS 103, 2023

dami galime surasti interpretacija Kreiselio absoliu¢iai laisvo rinkimo seky sistemai FC
(Kreisel’s system FC of absolutely free choice sequences) (plg. 1958). Beje, akivaizdu,
kad S4 ir S5 jrodomumo interpretacijose PA galima pakeisti bet kokia kita teisingumo
atzvilgiu funkcine sistema (t. y. bet kokia sistema, kurios modeliai apibrézia kiekvieng
uzdarg formule kaip teisingg arba klaidingg); o intuicionizmo interpretacija gali biiti
pritaikyta visiSkai bet kokiai formaliai sistemai.

Nuorodos

Frege, G., 1892. Uber Sinn und Bedeutung. Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik 100: 25-50.
English translations in P. Geach and M. Black, Translations from the Philosophical Writings of Gottlob
Frege, Basil Blackwell, Oxford, 1952, and in H. Feigl and W. Sellars (eds.), Readings in Philosophical
Analysis, Appleton-Century-Crofts, Inc., New York, 1949.

Hintikka, J., 1959. Existential Pressuposition and Existential Commitments. The Journal of Philosophy 56:
125-137.

Hintikka, J., 1961. Modality and Quantification. Theoria (Lund) 27: 119-128.

Kleene, S. C., 1952. Introduction to Metamathematics. D. Van Nostrand: New York.

Kreisel, G., 1958. A Remark on Free Choice Sequences and the Topological Completeness Proofs. The Journal
of Symbolic Logic 23: 369-388.

Kripke, S. A., 1959a. A Completeness Theorem in Modal Logic. The Journal of Symbolic Logic 24: 1-15.

Kripke, S. A., 1959b. Semantical Analysis of Modal Logic (abstract). The Journal of Symbolic Logic 24:
323-324.

Kripke, S. A., 1963. Semantical Analysis of Modal Logic 1. Zeitschrift fiir mathematische Logik und Grund-
lagen der Mathematik 9: 67-96.

Leblanc, H., Hailperin, T., 1959. Nondesignating Singular Terms. Philosophical Review 68: 239-243.

McKinsey, J. C. C., 1945. On the Syntactical Construction of Systems of Modal Logic. The Journal of Sym-
bolic Logic 10: 83-94.

Prior, A. N., 1956. Modality and Quantification in S5. The Journal of Symbolic Logic 21: 60—62.

Prior, A. N., 1957. Time and Modality. Clarendon Press: Oxford.

Quine, W. V. O., 1940. Mathematical Logic. Harvard University Press: Cambridge, Mass.

Russell, B., 1905. On Denoting. Mind 14: 479-493.

Strawson, P. F., 1950. On Referring. Mind 59: 320-344.

154





