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KAI KURIE BRIAUNAINIU TORIO UZDAVINIAI

M. GOTLERAS

Kai kurie briaunainiy tiirio nustatymo uzZdaviniai, gana nesudétingi
pagai savo fcrmulavima, paprastai sprendZiami, panaudojant sferinés tri-
gonometrijos.formules ir todél vengiami mokyklinéje praktikoje. Toks yra,
pavyzdziui, uzdavinys, kur reikia rasti gretasienio tiirj, Zinant tris jo briau-
nas, ieinancias i§ vienos virsiinés, ir ploks$éiuosius kampus prie Sios vir-
sinés. Sis uzdavinys paprastai sprendZiamas!, pasinaudojus sferinés tri-
gonometrijos kosinusy teorema:
cos a — cos B cos y

cos A= sinf siny s

nustatancia rysj tarp trisienio kampo ploks¢iyjy kampy a, B, 7 ir dvisienio
kampo A, esancio prie$ plokséiajj kampa a.

I$vesime dabar paprasta pareinamybe, kuria sékmingai galime panau-
doti vietoj sferinés trigonometrijos kosinusy teoremos, sprendZiant pana-
$ius uzdavinius. Reikalas lie¢ia pareinamybe tarp jbréztinio keturkampio
jstrizainiy, krastiniy ir prie§ jas esanciy jbreztiniy kampy.

Teorema. [bréétinio keturkampio jstri-
Zainés yra proporcingos prieS jas esantiy ke-
turkampio kampy sinusams; to keturkampio
krastinés proporcingos | jas besiremianciy jbréz-
tiniy kampy sinusams.

Tegul keturkampis ABCD jbréztas j apskri-

- timg, kurio spindulys R (Zr. bréz. 1). I§ jbrézti-
niy trikampiy ABC ir ABD, pagal sinusy teore-

. ma, gauname (pazyméje ZDAB=A, ZABC=8,
ZCAB=q, ZABD=8):

AC BC . BbD AD
sinB_ sina =2R ir sinA "~ sinp =2R.
Tokiu badu
AC _ BD . BC _AD
sin8 " sinA sine ~ sind’

§ : o 1s mpy_ AC
ISvados 1) Jei A=00° tai BD=" —=. t.y.

' C. U. HoBocéunos, CnennanpRulit Kypc TpuronoMetpun, 1959, p. 473.



jbréZtinio keturkampio jstrizainé, esanti prieS statyji kampgq, lygi
antrajai jstridainei, padalytai i§ prie§ jg esanlio kampo sinuso.

° AD
2) Jei a=90° tai BC= ——; sing’ t.y.

jbréztinio keturkampio krastine, | kurig remiasi statusis ;breztzms
kampas, lygz kuriai nors kitai keturkampio krastinei, padalytai is | jg be-
siremiancio jbréztinio kampo sinuso.

Pastaba. [rodytoji teorema gali biiti
taikoma ir nepaprastam keturkampiui, pvz.
keturkampiui ACDB: jame AD ir BC yra
istrizainés, o AC ir BD — krastinés.

Parodysime jrodyty pareinamybiy pa-
naudojimg, sprendZiant kai kuriuos geo-
metrinius uZdavinius.

1 uZdavinys. Taskas (M), esas
kampo 7 viduje, yra nutolgs nuo kampo
krastiniy atstumais a ir b. Rasti Sio tasko

2 bréz. atstuma iki kampo vir§iinés (O).
Sprendimas. Tegul MA=a, MB=
=b (bréz. 2). Keturkampis AOBM — jbréztinis (nes A+B=180°), todél
pagal jrodyta teorema

oM= 28

siny "

I§ trikampio ABM, kur ZAMB=180°—1, randame
AB=V a?+b%+2abcos .

Vadinasi,

OM = _Va’ oYL 2ab cosy
siny

Pastabos. 1. Jei vieno statmens pagrindas, pvz., A, yra kampo
krastinés tesinyje (Zr. bréZ. 3), tai, pagal pareinamybe tarp jbréztinio ke-
turkampio (ABMO) krastiniy, gauname

i
- AB AB -

sin (180°—7) “siny’

Kadangi ir $iuo atveju ZAMB=180°—y, tai
atkarpoms AB ir OM gauname atitinkamai
tas pacias iSraiskas.

2. Jei taskas M yra gretimame kampe,
t. y. kampe, ]ygiame 1807— 7, tai

A 0
3 bréz.

— — Va*+b*—2ab cosy
sm*r sin y

3. Irodytos formulés tinka ir tuo atveju, kai taskas M yra vienoje
kampo krastinéje (ar jos tgsmyje) Siuo atve]u vienas i§ duotyjy nuotoliy,
pvz., b, lygus nuliui. Tiek is$ formulu;, tiek ir betarpiskai i§ bréZinio, gau-

name:
a

siny’
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2 uzdavinys. Apskaiciuoti greta-
sienio tiirj, jei trys gretasienio briaunos,
iSeinancios i§ vienos virsiinés, atitinkamai
lygios a, b, ¢, o plokstieji kampai prie Sios
vir§iinés a, B, 7 (be to, [a—p|<y<a+p).

Sprendimas. Tegul OA=a, OB=
=b, OC=c¢; /BOC=qa, LCOA=B, AOB=
=1 (bréz. 4).

I§ virsiinés C bréZiame:

CML10OB,CN1OA, CK.Lpl. AOBC’.
I§ trijy statmeny teoremos iSplaukia:

KM1 0B, KN_1OA.

Gauname: OM=c cosa, ON=c cosp. Todél

K= MN _ ¢} cos*a + cos*E—2 cosa cosB cos y
T siny sin § :

I§ trikampio COK randame gretasienio aukstine:

¢ Y1 —cos®a—cos?i —cos?y + 2 cosa cosp cos y
CK= sin :

Kadangi pagrindo plotas S=ab sin 7, tai tiiris
V=abc)/'1 — cos?a— cos? — cos®1 + 2 cosa cos f§ cos .

Pastaba. Misy bréZinys ir sprendimas atitinka ta atvejj, kai a<<90°
B<90°. Kai «>90° B>90° vietoj virSiinés O galima imti virSung C’, prie
kurios plokstieji kampai yra 180°—a, 180°—p ir y. Kai a<<90°, B>90°
vietoj vir§tinés O imama vir§iiné A, prie kurios plokstieji kampai yra a,
180°—pB, 180°—7. Abiem atvejais turio formulé lieka ta pati (nes
cos (180°—x) =—cosx).

Lengva jsitikinti, kad gautoji formulé tinka ir tuo atveju, kai tarp
plok§éiyjy kampy yra ir statieji.

3 uzdavinys. Gretasienio sienos yra lygus rombai, kuriy kiek-
vieno krastiné yra a, o smailusis kampas — a. Rasti to gretasienio turj.

Sprendimas. Uzdavinio salygas tenkina du gretasieniai.

1. Tegul plokstieji kampai prie vienos gretasienio vir§iiniy yra a, , a.
Tokie pat kampai yra prie prieSingos virsiinés. Prie likusiy virSiuiniy ploks-
tieji kampai yra a, 180°—a, 180°—a. Tokia konfigiiracija galima visuomet,
bet kuriam kampo a didumui esant.

Pagal 2 uzZdavinj gauname

V=a%)1—3 cos?a+ 2 cosda= a3]/sin2a— 4 cos?a sinz—;—=

a a 3a
= 2a3__sin7l/ sinsinz.

2. Prie dviejy gretasienio virSuiniy plokstieji kampai yra 180°—a,
180°—a, 180°—a, o prie likusiy virsiiniy a, a, 180°—a. Tokia konfigiiracija
galima tik, kai 180°—a<{120° t. y. «>60°. Siuo atveju turime

V=a3)/'1—3costa— 2cos®a =a3 Vsinza — 4 cos?a cos? ;=

=248 cos i'l/ —cos Lcos
2 : 2 2°
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Atsakymas. Kai a<30° (180°—a>120°), uzdavinio sglygas tenkina
vienas gretasienis, kurio tiiris

V=90sin 21/ sin 2 cin 3¢
V=2a%in Vsin 5sin.

Kai a>60° uZdavinio salygas tenkina du gretasieniai, kuriy tiiriai atitin-
kamai lygis:

=3'il/i3_“ =Si]/-i3_"
%8} 2asm2 sin2sin2, Va=2a cos COS 5 COS 5 .

4 uzidavinys. Trys trikampés piramidés briaunos, iSeinancios i
vienos virsSunés, lygios a, b, c. Dvisieniai kampai prie briauny a ir b ati-
- tinkamai lygias a ir B, o kampas tarp Siy briau-
¢ ny Y. Rasti piramidés tarj.
Sprendimas. Tegul DA=a, DB=b,
DC=c¢; ZADB= 1t (bréz. 5). BrézZiame pira-
mides auksting CO ir Soniniy sieny aukstines
CK ir CL (CK1 DA, CL1.DB). Tuomet

OK.LDA, OL1DB ir ZCKO=qa, ZCLO=8.

Piramidés pagrindo plotas S=l ab sinv.

Reikia surasti piramidés aukstine CO Pazy-
méje CO=x, gauname

. 2
OK=xctga, OL=xctgB, OD*= 41 =
5 bréz. 2 ctg?a + ctg?B 4+ 2 ctga ctgB cos T,

2
sin?y

I§ A COD pagal Pitagoro teoremg gauname
¢ siny
Vsm’y—i—clg a +ctgip + 2 ciga ctg B cos~('

Tokiu biidu piramidés tiiris
abe sm’y o
6Vsm”7+ctg @+ cig?B + 2 ciga ctgP cosy

5 uzdavinys. Apskaiciuoti trikampés piramidés tarj, Zinant $eSiy jos
briauny ilgius.

Sprendimas. Tegul DA=a, DB=b, DC=¢, CA=b;, AB=c,
BC=a, (bréz. 5). Pazyméje £BDC=a, LCDA=8, LADB=7, gausime
(Zr. uzdavinj 2) piramideés tiiriui iSraiska:

V= % abc}’ 1 —cos?a — cos2B — cos? 1+ 2 cosa cosf cosy.

Bet

b’+c’—a§ c’-l—a’——b% a’-}—b"—c1

cosa= -— jr—— , COSB=—~4 -—" , COSy=———5,—
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Jstate Sias reikSmes j tirio formule, gauname

V= ilé [4a2b262 —a2 (b4 —a})? — b2 (c2 4 g2 — B —

19~

—c2(a2+ 62— )+ (b + 2 — af) (2 -+ a2 — B}) (a2 + 02 — c}) ]

VVPI Elementarinés matematikos Iteikta
fr aukStosios algebros katedra 1962 m. kovo mén.

O HEKOTOPbLIX 3AJAYAX HA OBBEMbl MHOFOFPAHHHMKOB

M. TOTJIEP

Pestome

HexoTopsie 3agaun Ha onpejiesieHne ObeEMOB MHOTOTPaHHHKOB, 10BOJIb-
HO MpOCThie MO cBoeil (GOpPMYJHPOBKe, penaloTcss OOGbIYHO C NpHMEHEHHEM
¢dopMyJl chepuyecKoil TPUTOHOMETPUH U NO3TOMY HE MPUMEHSIOTCH B ILKOJIb-
HOH mpakTHKe. TakoBa, HampuMep, 3aflauya Ha onpejejeHde oGbema mapad-
JieJienunea no AJIMHe Tpex ero peGep, BIXOASIIHX U3 OAHON BEpILHHBI, H Be-
JIMYHHE IJIOCKUX YTJIOB MPH 3TOH BepllUHe.

B craTbe BBIBOOMTCA NMpPOCTOE COOTHOUIEHHE MEXAY NHArOHaJjiaMH BIH-
CaHHOTO YeThIPeXYroJibHUKa («AHaroHa/ii BIMCAHHOTO YeThIPeXyroJibHUKa
OTHOCSAITCS KaK CHHYCHI IPOTHBOIIOJIOMHBIX YIJIOB YEThIPEXYrOJbHHKA») H M0-
Ka3blBaeTCsl NMPUMEHeHHe 3TOr0 COOTHOIIEHHs Mg onpeaesieHdss 06bEMOB
MHOTOrPaHHHUKOB. '
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